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1 Einleitung

Darstellungs- und Charaktertheorie sind mitunter die wichtigsten Hilfsdisziplinen, um
Satze iiber endliche Gruppen zu beweisen. Insbesondere bei der Beschreibung endlicher
Frobeniusgruppen, mit der sich diese Diplomarbeit beschiftigt, sind die groften Durch-
briiche erstmals mittels Methoden linearer Darstellungen und deren Gruppencharakteren
gelungen. In der modernen Gruppentheorie ist man nun interessiert, alternative Beweis-
methoden zu entwickeln, welche zumindest ohne den Einsatz von Gruppencharakteren
auskommen. Wahrend derartige Bemiihungen in diversen Fillen erfolgreich waren, ent-
ziehen sich zwei bedeutende Resultate bis heute noch der Méglichkeit eines vollstdndig

charakterfreien Beweises:

e der Satz von Frobenius iiber die Untergruppeneigenschaft der fixpunktfreien Ele-

mente und des Neutralen in einer Frobeniusgruppe

e die Bestimmung des (einzigen) Isomorphietyps perfekter Komplemente endlicher

Frobeniusgruppen.

Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917), der die klassische Gruppentheorie wie kaum ein
anderer geprigt hat, lief seinen Satz 1901 im Sitzungsbericht der Kéniglich-Preufsischen
Akademie der Wissenschaften [1] publizieren und zeigte darin, dass die spater nach ihm
benannten Frobeniusgruppen stets isomorph zu einem semidirekten Produkt G = K H =
K x H sind mit dem Frobeniuskern K als Normalteiler und einem Frobeniuskomple-
ment H. Der Frobeniuskern wird durch die fixpunktfreien Elemente von G beziiglich der
Operation auf dem Nebenklassenraum G/H eindeutig festgelegt, wogegen H nur bis auf

Konjugation bestimmt ist.

Mit dem Satz von Frobenius 1dsst sich zeigen, dass in jeder Frobeniusgruppe ein zugehori-
ges Komplement H stets isomorph zu einer fixpunktfreien Automorphismengruppe eines
geeigneten Vektorraums V ist. Der Vektorraum V wird dabei aus einer elementar abel-
schen p-Untergruppe des Frobeniuskerns K iiber dem endlichen Restklassenkorper I, der
Charakteristik p konstruiert. Umgekehrt ist eine fixpunktfreie Automorphismengruppe
H eines Vektorraums V iiber einem Korper K stets isomorph zu einem Komplement in
einer geeigneten Frobeniusgruppe, die wir als V' x H angeben koénnen. Damit erweist
sich die Klassifikation perfekter Frobeniuskomplemente als dquivalent zur Bestimmung
perfekter Gruppen fixpunktfreier Vektorraumautomorphismen. Letztere Aufgabe wurde
1934 von Hans Zassenhaus (1912-1991) bewaltigt.

In seiner Arbeit iiber endliche Fastkérper in den Abhandlungen aus dem Mathematischen

Seminar der Universitdt Hamburg [2] konnte Zassenhaus zeigen, dass perfekte Gruppen



fixpunktfreier Vektorraumautomorphismen stets isomorph zur speziellen Linearen Grup-

pe
SLy (5) = {X € Z2*? | det X =1}

sind. Dieses Ergebnis werden wir im Folgenden auch als “SLs (5)-Theorem” bezeichnen.
Die Arbeit von Zassenhaus war innovativ, aber in ihrer Durchfiihrung nicht in allen
Details vollstéindig. Einer Empfehlung von Daniel Gorenstein (1923-1992) folgend hat

Zassenhaus den Beweis 1985 in [3] nocheinmal sorgfiltig dargelegt.

Nach dem zuvor gesagten ist damit der einzige Isomorphietyp perfekter Frobeniuskom-
plemente als SLs (5) ausgemacht. Es sei daran erinnert, dass die Aquivalenz des SLs (5)-
Theorems zur Klassifikation perfekter Frobeniuskomplemente auf dem Satz von Frobenius
basiert und damit indirekt von charaktertheoretischen Hilfsmitteln abhingt. Ebenso ist

der Beweis des SLo (5)-Theorems von Zassenhaus ein charaktertheoretischer.

Nach 1998 gaben Ulrich Meierfrankenfeld in [4] und Victor Mazurov in [5] zwei neue
Beweise des SLg (5)-Theorems, welche ohne den Einsatz von Gruppencharakteren aus-
kommen. Auf der Suche nach neuen Beweismoglichkeiten der beiden genannten Hauptre-
sultate {iber Frobeniusgruppen ist das ein entscheidender Teilerfolg, denn er fiihrt einen
charakterfreien Beweis des Klassifikationssatzes auf den Satz von Frobenius zuriick, des-
sen Beweis ist allerdings bis heute nicht ohne Charaktertheorie gelungen. Der bislang
tibliche Beweis dieses Satzes ist im wesentlichen der selbe, den Frobenius in [I] gab. Eine
leicht verdnderte Variante hat Helmut Wielandt 1958 in [6] gegeben. Ein komplett neuer
Beweis wurde erst 2009 von Wolfgang Knapp und Peter Schmid in [7] publiziert. Der
Beweis von Knapp und Schmid ist wesentlich kiirzer, als der alte Beweis nach Frobenius

und Wielandt. Er verwendet jedoch nach wie vor Charaktertheorie.

Im Folgenden soll zunéchst der Zusammenhang des SLs (5)-Theorems zur Bestimmung
der perfekten Frobeniuskomplemente aufgezeigt werden. Anschliefend den Beweis von
Meierfrankenfeld in einem sinnvollen Kontext darzustellen, ist das Hauptziel dieser Arbeit
und nimmt den meisten Raum ein. Mit dem Beweis des Satzes von Frobenius nach
Knapp und Schmid wird diese Diplomarbeit abgeschlossen. Dabei folgen wir einer leicht

gednderten Fassung nach einer Mitteilung von Prof. Peter Miiller.

Alle benétigten Notationskonventionen, Begriffe und Sétze werden im Text genannt, wenn
sie erstmals verwendet werden, oder zuvor, falls es in den lokalen thematischen Kontext
passt. Es konnen aber im hiesigen Rahmen selbstverstdndlich nicht alle benotigten Sétze
bewiesen werden, so dass mitunter der Beweis nur angedeutet oder auf entsprechende
Literatur verwiesen wird. Insgesamt wurde versucht, einen Stil zu finden, der mit dem

Pensum der iiblichen Einfiihrungsvorlesungen in Algebra nachvollzogen werden kann. Im



Mittelpunkt dieser Arbeit stehen ausschlieflich endliche Gruppen. Hier und im Folgenden
sind daher auch ohne explizite Erwdhnung alle Gruppen in allen Zusammenhéngen stets

als endlich vorausgesetzt.



2 Frobeniusgruppen

2.1 Definition von Frobeniusgruppen

Eine Darstellung oder Operation einer Gruppe G auf einer Menge 2 ist ein Homomor-
phismus G — Sq in die symmetrische Gruppe von €. Ist Q = V ein Vektorraum iiber
einem Koérper K und das Bild von G eine Automorphismengruppe von V', so sprechen wir
auch von einer linearen Darstellung und nennen V' einen G-Modul. Identifiziert man die
mit den Elementen aus G assoziierten Automorphismen mit ihren Darstellungsmatrizen

beziiglich einer Basis, so sprechen wir von einer Matrizendarstellung.

Die Menge aller Endomorphismen auf V' bildet den Endomorphismenring EndV'. Identi-
fiziert man die Elemente von G mit den ihnen zugeordneten Automorphismen, so lisst
sich auch der von G erzeugte Unterring von EndV betrachten. Fr besteht aus allen Li-
nearkombinationen der von G induzierten Automorphismen. Ohne auf den Vektorraum
und die spezielle Darstellung Bezug zu nehmen, lisst er sich prazise als Menge der fini-
ten Abbildungen a : G — K verallgemeinern. Man schreibt sie als Linearkombinationen

a =) .cqazx und definiert eine polynomiale Multiplikation

Zagg Zbgg :Z Zagbh x.

9eG geqG z€G \ g,h€G
gh=x

Den so konstruierten Ring bezeichnen wir als den Gruppenring KG. Jeder von G indu-
zierte Automorphismenring von K-Vektorrdumen ist ein Faktorring von KG. Ein Vek-
torraum iiber K ist genau dann ein G-Modul, wenn er ein Modul iiber KG im Sinne der

Ringtheorie ist.

Fiir Gruppenoperationen verwenden wir die Linksnotation. Dabei ist die linksseitige Kiir-
zungsregel
gr=gy — x=1y Ve, y € Q,g € G

eine direkte Folgerung aus der Injektivitdt der assoziierten Elemente in Sq und somit

trivialerweise erfiillt. Eine rechtsseitige Kiirzungsregel
gt =hx =— g=h VeeQ,9g,heG

ist hingegen nur genau dann erfiillt, wenn alle nicht trivialen Elemente fixpunktfrei ope-

rieren. In diesem Fall sagen wir, G operiert scharf auf ). Zu w € ) bezeichnen wir den



Stabilisator mit G, = {g € G | gw = w}. Eine Darstellung ist genau dann scharf, wenn

alle Stabilisatoren G, trivial sind.

Der Kern der Darstellung G — Sq ist der Durchschnitt aller Stabilisatoren (1), G,,. Wir
haben also eine injektive Darstellung der Faktorgruppe ﬁ — Sq. Ist eine Darstellung
injektiv, so nennen wir sie treu und die Gruppe eine Permutationsgruppe. Insbesondere
ist das der Fall, wenn die Operation scharf und damit insbesondere (1), G,, trivial ist.
In der disjunkte Bahnenzerlegung Q = |4, Gw gilt fiir die Ordnung der einzelne Bahnen
|Gw| = [G : G,] und die Linkstranslation auf der Menge der Linksnebenklassen G/G.,
ist dquivalent zur Operation auf der Bahn Gw vermdge der dquivarianten Zuordnung
gw <— gG,, bezliglich des Aufpunktes w. Anstelle von w lésst sich genauso gut ein
beliebiges anderes Bahnelement @ = gw € Gw zur Konstruktion einer dquivarianten Ab-
bildung verwenden. Fiir die Stabilisatoren gilt dann Gy, = gGg~ ' = Gfﬂfl) respektive
Gy, = G,,. Wir verwenden die Exponentialschreibweise wie iiblich nur fiir rechts notierte
Operationen, bei denen die Komposition in der Reihenfolge von links nach rechts erfolgt.

Dementsprechend ist 29 als g~ 'zg zu lesen.

Bei transitiven Operationen besteht € nur aus einer einzigen Bahn. Solche Darstellungen
sind folglich dquivalent zur Linkstranslation auf einem Nebenklassenraum G/H ~ (.
Dabei gilt H = G,, fiir einen zuvor beliebig gewéhlten Aufpunkt w € Q. Ist eine Operation
treu und transitiv, so ist (| HY = e. Ist sie sogar scharf transitiv, so ist H = e und
Q ~ G/H =~ G. Scharf transitive Linksoperationen entsprechen also der Operation einer
Gruppe auf sich selbst durch Linksmultiplikation. Eine Operation ist genau dann scharf

transitiv, wenn die Gleichung
gr =1y mit z,y € Q

stets eine eindeutige Losung in g € G besitzt. Die Transitivitat verbiirgt sich hierbei fiir

die Existenz einer Losung, wihrend die Schirfe ihre Findeutigkeit gewéhrleistet.

Frobeniusgruppen sind nun dadurch charakterisiert, dass H nicht trivial ist, sich bei
der Bildung des Durchschnitts ) g H? jedoch paarweise verschiedene Konjugierte trivial
scheiden und dariiber hinaus mit NgH = H der Normalisator der kleinste iiberhaupt
mogliche ist. Aquivalent hierzu ist H N HY = e fiir alle g € G'\ H, was wir zur Definition

verwenden.

Definition 2.1. (FROBENIUSGRUPPE) Eine Gruppe G mit einer nicht trivialen, echten

Untergruppe H und
HNHI=e Vge G\ H



nennen wir eine Frobeniusgruppe. H nennen wir ein Frobeniuskomplement von G.

Die Bedingung H N HY = e fiir alle g € G\ H bedeutet, dass kein nicht triviales Element
mehr als zwei Nebenklassen stabilisiert. Da jede transitive Operation einer Operation auf
einem Nebenklassenraum entspricht, sind Frobeniusgruppen gerade diejenigen transitiven
Permutationsgruppen G — Sq mit Q ~ G/H, in denen jeder Zweipunktstabilisator
trivial ist. Ein Frobeniuskomplement H wird mit der Auswahl eines Aufpunkts w €
durch dessen Stabilisator H = G, bestimmt und ist bis auf Konjugation eindeutig. Es

ist wegen NgH = H niemals ein Normalteiler.

Eine Darstellung auf € induziert komponentenweise eine Darstellung auf €2 x ). Hierbei
kann ) selbst mit der Diagonalen D identifiziert werden. Die Trivialitit der Zweipunkt-
stabilisatoren, welche Frobeniusgruppen charakterisiert, ist dann dquivalent zur rechts-

seitigen Kiirzungsregel
gr=hr = g=h Vg e G,z € Q*\ D.

Jedes g € G operiert also fixpunktfrei auf Q% \ D, da jeder Fixpunkt von g in Q% \ D

zwei Fixpunkten in ) entspriche.

Frobeniusgruppen lassen sich in naheliegender Weise verallgemeinern. Fordert man bei
einer transitiven Permutationsgruppe, dass jeder n-Punktstabilisator trivial ist, so l4sst
sich dies durch eine Kiirzungsregel auf Q" charakterisieren. Dazu wahlt man eine verall-
gemeinerte Diagonale D" := {w € Q" | w nicht injektiv} und betrachtet die komponen-
tenweise Operation G — Sqn\pn. Die Giiltigkeit einer rechtsseitigen Kiirzungsregel der
Operation auf Q" \ D™ vererbt sich auf die Operation auf Q"+ \ D"+, Bei der Tran-
sitivitdt verhélt es sich genau umgekehrt. Operiert G (scharf) transitiv auf Q™ \ D™, so
nennen wir die urspriingliche Operation G — Sq auch n-fach (scharf) transitiv. Ist eine
Operation n-fach scharf transitiv auf €2, so ist das gleichbedeutend mit der eindeutigen
Losbarkeit der Gleichung

gr =1y mit xz,y € Q"\ D"

Frobeniusgruppen operieren demnach einfach transitiv und zweifach scharf auf 2 respek-
tive scharf auf Q2 \ D.



2.2 Grundlegende Eigenschaften von Frobeniusgruppen

Wihrend viele Ergebnisse iiber Frobeniusgruppen die Anwendung starker Hilfsmittel er-
fordern, lassen sich mit den definierenden Eigenschaften auch ohne weiteren Aufwand
bereits hilfreiche Aussagen machen. Fassen wir G als Permutationsgruppe von G/H ~
auf, so zeigt sich, dass in der disjunkten Zykelzerlegung eines Elementes g = 21--- 2,
alle Zykel die selbe Lange haben. Ausgenommen hiervon ist der triviale Zykel eines Fix-
punktes, den wir nicht mitschreiben. Zwei Zykel z; # z; unterschiedlicher Léngen hét-
ten namlich auch unterschiedliche Ordnungen. Bildet man sukzessive Potenzen ¢g" mit
n =1,2..., so wiren die Zykel z; und z; bei unterschiedlichen Exponenten annulliert.
Diese Potenzen von g hitten dann eine der Zykellinge entsprechende Anzahl von Fix-
punkten, was in Frobeniusgruppen per Definition nicht vorkommt. Also sind alle Zykel

gleich lang.

Aus den gleichen Zykelldngen lédsst sich folgern, dass die fixpunktfreien Elemente jeweils
Ordnungen haben, die |Q] teilen, wahrend die Ordnungen aller iibrigen Elemente Teiler
von || — 1 sind. Wir schlieken daraus, dass |H| eine Potenz von || — 1 teilt. Da |Q| und
|Q2] — 1 teilerfremd sind, folgt daraus, dass fixpunktfreie und fixpunktbehaftete Elemente
jeweils teilerfremde Ordnungen besitzen. Diese Beobachtung wird im Folgenden noch
weiter prézisiert. Zuvor benotigen wir aber noch den Begriff des Frobeniuskerns und

seine Ordnung.

Der eingangs erwihnte Satz von Frobenius besagt, dass die disjunkte Vereinigung |+ (H9 )#
aller “gelochten” Konjugierten von H das mengentheoretische Komplement eines Normal-
teilers K <1 G bildet, der anders als ein Frobeniuskomplement eindeutig bestimmt ist und
dessen Ordnung gerade |K| = |G/H| ist. Er besteht neben dem Neutralen aus allen fix-
punktfreien Elementen, withrend die Elemente aus G\ K = | (H9)¥ je genau einen

Fixpunkt besitzen.

Satz 2.1. (FROBENIUS) Sei G eine Frobeniusgruppe mit Komplement H. Dann ist die
Menge
K :=G\|HH) ={e}u (G\ HY)

ein Normalteiler mit |K| = |G/H|. Wir nennen ihn den Frobeniuskern von G.

Beweis. Der bislang {ibliche Beweis nach Frobenius und Wielandt basiert auf Abzahlar-
gumenten unter Verwendung von Gruppencharakteren. Eine moderne Darstellung findet
man etwa bei Gorenstein [§]. Den sehr eleganten, neuen Beweis nach Knapp und Schmid

verschieben wir an das Ende der Arbeit, um die Argumentation hier nicht unnétig zu



unterbrechen. An dieser Stelle wollen wir den Satz daher als gegeben hinnehmen. Es sei
aber noch erwéhnt, dass abgesehen von der Abgeschlossenheit alle Untergruppeneigen-
schaften unmittelbar einsichtig sind, so dass die Problematik der Situation nicht auf den

ersten Blick erkennbar ist.

Die zuvor gemachten Beobachtungen iiber die Zykellingen zeigen namlich, dass K auf
jeden Fall stabil gegeniiber Inversenbildung ist, und dass mit k£ € K auch alle Potenzen
von k in K liegen, also (k) C K. Da Konjugation die Zykelstruktur eines Elementes nicht
verindert, folgt auch sofort die Normalteilereigenschaft von K. Die Aussage iiber die
Ordnung von K lésst sich ebenfalls leicht einsehen. Wegen NgH = H hat die Operation
von G auf den Konjugierten von H gerade |G : NoH| = [G : H] Elemente. Es gilt daher

|G|

K] =161 = |t (2)*| =161 = 1 (A1 = 1)

_lel
H|

O]

Als direkte Folgerung aus dem Satz von Frobenius operiert H durch Konjugation als

Automorphismengruppe auf K und fiir die Ordnung von G gilt iiberdies
G| = |G/H| - [H| = |K]|- |H| = |KH].

Damit ist GG ein semidirektes Produkt G = KH ~ K x H. Die Verkniipfung im semidi-

rekten Produkt K x H schreiben wir extern als
(z,9) (y,h) = (z-gy,gh)  Vo,ye K,g,he H

und intern dementsprechend als xzgyh = xgyg~ ' gh. Wir wollen die Operation von H auf

K naher untersuchen.

Einen Endomorphismus nennen wir bereits fixpunktfrei wenn er aufer dem neutralen
Element keine weiteren Fixpunkte besitzt. Eine Darstellung als Automorphismengruppe
nennen wir fixpunktfrei, wenn alle nicht trivialen Elemente im genannten Sinne fixpunkt-
frei operieren. Die Operation von H auf K durch Konjugation ist auf eben diese Weise

fixpunktfrei, denn wegen
hkh'=keh=khk™' VheHkeckK

widerspricht das Auftreten eines nicht trivialen Fixpunktes & € K dem trivialen Durch-
schnitt H* N H = e.



Wir kénnen nun die zuvor gemachte Bemerkung iiber die Teilerfremdheit der Ordnungen
jeweiliger Elemente aus K und G\ K prézisieren. Es folgt sofort, dass die Ordnungen von
H und K teilerfremd sind. Auferdem gilt fiir den Index [G : K| = |H|und [G : H] = |K]|.
Somit sind die Ordnungen von K und H jeweils teilerfremd zu ihren Indices. Untergrup-
pen mit dieser Figenschaft werden auch als Hallsche Untergruppen bezeichnet. Aus der
Fixpunktfreiheit der Operation von H auf K folgt, dass die disjunkte Bahnenzerlegung
von K neben der einelementigen Bahn e nur aus Bahnen der Linge |H| besteht. Insbe-
sondere ist ‘K #| = |K| — 1 ein Vielfaches von |H| und es gilt daher

Korollar 2.1. Sei G = KH eine Frobentusgruppe mit Kern K, Komplement H und
Q= G/H. Dann ist |H| ein Teiler von ‘K#’ =|K|-1=|Q] -1 und |K| =19|.

Es zeigt sich sogar, dass auch umgekehrt durch die Fixpunktfreiheit einer Automorphis-
mengruppe H einer beliebigen Gruppe K das entsprechende semidirekte Produkt zu
einer Frobeniusgruppen wird. Frobeniusgruppen lassen sich daher auch dquivalent als
semidirektes Produkt einer Gruppe mit einer fixpunktfreien Automorphismengruppen

definieren.

Satz 2.2. Sei K eine Gruppen und H eine Gruppe firpunktfreier Automorphismen von
K, beide nicht trivial. Dann ist das semidirekte Produkt G = K x H eine Frobeniusgruppe

mit Kern K X e und Komplement e x H.
Beweis. Sei (e,h) € ex H und (v,k) € G\ (e x H), d.h. mit v # e. Dann ist

(v, k) (e, h) (v, k)™ = (v,k) (e, h) (K~ o7t k1)
= (v,kh) (k"' k7Y
= (vkhk o™t khk™!)

genau dann in e x H enthalten, wenn h = e und damit (v, k) (e, h) (v, k)" = (e, e) ist.

Somit ist e x H ein Frobeniuskomplement und K x H eine Frobeniusgruppe. O

Man mag nun annehmen, dass man eine beliebige Gruppe zu einem Frobeniuskomple-
ment machen kann. Sofern man eine fixpunktfreie Automorphismengruppe findet, trifft
dies zu. Tatséchlich stellt sich jedoch heraus, dass die Existenz einer fixpunktfreien Au-
tomorphismengruppe eine sehr restriktive Forderung ist, die im Allgemeinen nicht immer
erfiillbar ist. Hierfiir werden wir spéter mit einem Satz von Thompson ein notwendiges
Kriterium angeben, was bereits aus der Existenz eines einzigen fixpunktfreien Automor-

phismus folgt.
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2.3 Normale p-Komplemente

Wir unterbrechen die Thematik mit einem eher handwerklichen Abschnitt, um spéter
bendtigte Bezeichnungen bereit zu stellen. Wir werden die Présenz der genannten Begriffe

stets an Frobeniusgruppen beispielhaft verdeutlichen.

Sei G eine Gruppe und K < G ein Normalteiler, dann nennen wir eine Untergruppe H in
G ein Komplement von K, falls KH = G mit KN H = e und somit G ~ K x H beziiglich
der Operation von H durch Konjugation auf K. Fin Frobeniuskomplement ist daher
offensichtlich ein Komplement. Fordert man nicht die Trivialitit des Schnittes K N H,
sondern nur K H = G, so nennen wir H ein teilweises Komplement oder Supplement
zu K. Unter besonderen Umstédnden tragt auch der Normalteiler K den Namen eines

Komplementes. Das ist der Fall wenn H ein Komplement und Sylowgruppe ist.

Definition 2.2. (Normale p-Komplemente) Einen Normalteiler K < G nennen wir

ein normales p-Komplement, falls er eine p-Sylowgruppe als Komplement besitzt.

Zu einer Primzahl p bezeichnen wir eine p-Sylowgruppe in einer Gruppe G zumeist mit
Gp. Den Fall, dass p und die Ordnung von G teilerfremd sind, lassen wir zu, dann gilt
Gp, = eund G besitzt sich selbst als normales p-Komplement. Ist ein Normalteiler K < G

ein normales p-Komplement, so folgt wegen
GK=G=G=G)KY =GIK

fiir beliebige g € G, dass es auf die Wahl der Sylowgruppe G, nicht ankommt, sondern
dass jede p-Sylowgruppe bereits Komplement zu K ist. Die Ordnung eines normalen p-
Komplements ist stets teilerfremd zu seinem Index. Normale p-Komplemente sind also

Hallsche Untergruppen.

Sei nun wieder G = KH eine Frobeniusgruppe mit Kern K, Komplement H und p
ein Primteiler der Ordnung von H. Dann ist fiir eine Sylowgruppe H), auch K H, eine
Frobeniusgruppe. Da H und K teilerfremde Ordnungen besitzen, ist K dann ein nor-
males p-Komplement in K H,,. Ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz normaler

p-Komplemente gibt der folgende Satz von Burnside.

Satz 2.3. (BURNSIDE) Sei G eine Gruppe und P < G eine beliebige p-Sylowgruppe
mit P < ZNgP. Dann besitzt G ein normales p-Komplement.

Beweis. Gorenstein [§], S. 252, Theorem 4.3 O
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Sei S C P eine Menge von Primzahlen und G eine Gruppe. Dann nennen wir GG eine
S-Gruppe, falls jeder Primteiler der Gruppenordnung in S enthalten ist. Wir nennen
G eine S’-Gruppe, falls kein Primteiler der Ordnung in S enthalten ist, wenn also G
eine (P\ S)-Gruppe ist. Fiir p € P bezeichnen wir {p}-Gruppen auch einfach als p-
Gruppen. Entsprechend sind p/-Gruppen zu verstehen. Ein Element ¢ € G nennen wir
ein S-Element, falls (g) eine S-Gruppe ist. Analog sind die Bezeichnungen S’-Element,
p-Element und p’-Element zu lesen. Der Fall G = e ist zugelassen. Eine p-Gruppe hat

demnach Primpotenzordnung p™ mit n € N oder ist trivial.

Wir werden spéter noch folgenden Satz von Frobenius bendtigen, der die Existenz nor-

maler p-Komplemente charakterisiert.

Satz 2.4. (FROBENIUS) Sei G eine Gruppe und p eine Primzahl. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

1. Es gibt ein normales p-Komplement in G.
2. Fiir jede p-Gruppe P < G ist % eitne p-Gruppe.

3. Fiir jede p-Gruppe P < G besitzt der Normalisator NgP ein p-Komplement.
Beweis. Gorenstein [§], S. 253, Theorem 4.5 O

Ein unverzichtbares Werkzeug ist der nach Frattini benannte Schluss {iber Sylowgruppen
von Normalteilern. Sei K ein Normalteiler der Gruppe G und K, eine Sylowgruppe von

K. Dann ist der Normalisator Ng K, ein Supplement zu K, d.h.
K<G = NgK,-K=0G.

Fiir eine Frobeniusgruppe G = K H mit Kern K bedeutet das Ng K- K = G. Tatséchlich
werden wir sehen, dass die Sylowgruppen von K sogar Normalteiler in G sind und deswe-
gen fiir jede Sylowgruppe K, < K bereits Ng K, = G ist. Zuletzt benétigen wir noch den
folgenden Satz iiber normale (konjugationsinvariante) Teilmengen von Sylowgruppen, er

stammt wieder von Burnside.

Satz 2.5. (BURNSIDE) Sei G eine Gruppe, G, < G eine p-Sylowgruppe und S, T C G,
zwet in Gy, normale Teilmengen, d.h. S9 =S und T9 =T fir alle g € Gp. Dann sind S

und T' genau dann konjugiert in G, wenn sie in NgG, konjugiert sind.

Beweis. Gorenstein [§], S. 240, Theorem 7.11 O
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2.4 Struktur von Frobeniusgruppen

Kommutatoren schreiben wir als [a,b] = aba~'b~! und héhere Kommutatoren induktiv

beginnend mit [a, b, ¢] = [[a, b], c] in nahe liegender Weise. Weiterhin bezeichnen wir mit
[A, B] = ([a,b] | a,€ A,b € B)

die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe. Eine Gruppe G heiftt nilpotent, wenn
es eine Maximalldnge nicht trivialer iterierter Kommutatoren gibt. Das ist genau dann
der Fall, wenn die mengenwertige Abbildung L : X +— [X,G] in dem Sinne nilpotent
ist, dass L™G = e fiir ein n € N. Das minimale n mit dieser Eigenschaft nennen wir die
Nilpotenzklasse von G. Die Abbildung L ist monoton beziiglich der Inklusion und bei

nilpotenten Gruppen endet die absteigende Zentralreihe
G>LG>L*G>-->L"G=e

bei der trivialen Untergruppe. Da die Urbildfunktion ebenfalls monoton im selben Sinne
ist, erhilt man daraus die aufsteigende Zentralreihe bestehend aus den Untergruppen
Zp=L""e,n €N mit

e<Z1<Zy<---<Z,=G.

Sie eignet sich auch zur Charakterisierung von Nilpotenz, da sie genau dann stationdr
wird mit Z, = G, wenn fiir die absteigende Zentralreihe L"G = e gilt. Fiir nilpotente

Gruppen kennt man starke strukturelle Gesetzméfigkeiten.

Satz 2.6. Untergruppen, Foktorgruppen und direkte Produkte endlich vieler nilpotenter
Gruppen sind nilpotent. Der Normalisator einer echten Untergruppe nilpotenter Gruppen

ist stets echt grifler, als die Untergruppe selbst.
Beweis. Gorenstein [§], S. 22, Theoreme 3.3, 3.4 O

Die letzte Aussage bedeutet, dass die Normalisatorbildung streng monoton auf dem Ver-
band der echten Untergruppen ist. Indirekt folgt daraus sofort, dass Frobeniusgruppen
nicht nilpotent sind, denn fiir ein Frobeniuskomplement H ist der Normalisator mit
NgH = H niemals echt grofer als H. Im endlichen Fall ldsst sich Nilpotenz in einer
Weise charakterisieren, die der Anschauung zugénglich und fiir unsere Zwecke am besten

geeignet, ist.

Satz 2.7. Eine endliche Gruppe ist genau dann nilpotent, wenn sie direktes Produkt ihrer

Sylowgruppen ist. Insbesondere sind p-Gruppen mit p € P nilpotent.
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Beweis. Gorenstein [§], S. 23, Theorem 3.5 O

J. G. Thompson bewies 1959 in seiner bahnbrechenden Dissertation mit dem selbster-
kldrenden Titel “A Proof that a Finite Group with a Fixed-Point-Free Automorphism of
Prime Order is Nilpotent” einen Satz, mit dem sich zeigen ldsst, dass Frobeniuskerne stets
nilpotent sind. Bereits Frobenius dufierte eine entsprechende Vermutung, die deswegen
mitunter auch als Frobenius Vermutung bezeichnet wird und fiir iiber 50 Jahre unge-
16st blieb. Das Ergebnis von Thompson fand nach dem Bekanntwerden sogar Erwdhnung
in der New York Times. Es stand jedoch im Schatten der Widerlegung der Eulerschen

Vermutung, welche der Artikel thematisierte.

Satz 2.8. (THOMPSON) Besitzt eine Gruppe G einen fizpunktfreien Automorphismus

von Primzahlordnung, so ist G nilpotent.

Beweis. Einen Beweis dieses Satzes findet man in einschligiger Standardliteratur, etwa
[8], S. 337, Theorem 2.1, oder in der original Publikation von Thompson [9], in der er die

Ergebnisse seine Dissertation verdffentlichte. O

Im Sonderfall, dass eine Gruppe einen fixpunktfreie Automorphismus von Ordnung 2
besitzt, lasst sich sogar schliefsen, dass die Gruppe kommutativ ist. Diese Aussage werden

wir spéter kurz benotigen.

Satz 2.9. Besitzt eine Gruppe G einen firpunktfreien Automorphismus der Ordnung 2,

so ist G eine abelsche Gruppe.
Beweis. Gorenstein [§], S. 336, Theorem 1.4 O

Wir betrachten nun wieder eine Frobeniusgruppe G = K H mit Kern K und Komplement
H. Als Normalteiler ist der Frobeniuskern K invariant gegeniiber inneren Automorphis-
men. Wahlt man also ein Element ¢ € H von Primzahlordnung, so ist die Konjugation

1

T — gxrg " ein fixpunktfreier Automorphismus von Primzahlordnung auf K. Aus dem

Satz von Thompson folgt damit die Vermutung von Frobenius.

Korollar 2.2. Set G = KH eine Frobeniusgruppe mit Kern K und Komplement H.
Dann ist K nilpotent.

Als unmittelbare Konsequenz aus der Vermutung von Frobenius kénnen wir nun die
Satze 2.6] und 2.7 auf den Frobeniuskern anwenden. Damit erhalten wir teilweise als

direkte Folgerung das
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Korollar 2.3. Set G = KH eine Frobeniusgruppe mit Kern K und Komplement H.

Dann gelten:

1. K ist direktes Produkt seiner Sylowgruppen, ebenso alle Untergruppen und Faktor-
gruppen von K.

2. Fiir Untergruppen U < K gilt U < NgU.

3. Die Sylowgruppen K, sind invariant gegeniiber Automorphismen, insbesondere gibt

es zu einer Primzahl héchstens eine Sylowgruppe und es gilt K, < G.

Beweis. Es muss nur die dritte Aussage gezeigt werden, da die ersten beiden sich als
direkte Folgerungen aus den Sétzen [2.6) und [2.7] ergeben.

Als Faktor im direkten Produkt K = @), K, enthdlt eine Sylowgruppe K, alle p-
Elemente. Da die Automorphismen von K die Ordnung nicht antasten, sind die Sylow-
gruppen invariant. Insbesondere sind sie invariant gegeniiber Konjugation mit Elemente

aus ganz G, sie sind also Normalteiler. O

Aus den genannten Eigenschaften von K koénnen wir nunmehr auf wichtige strukturelle
Merkmale der Komplemente schlieken. H ist demnach auch eine Gruppe fixpunktfrei-
er Automorphismen auf den einzelnen Sylowgruppen von K. Sei p ein Primteiler der
Ordnung von K und K, die eindeutige p-Sylowgruppe. Dann ist K,H wieder eine Fro-
beniusgruppe. Ist weiterhin ¢ ein Primteiler von H und H, eine Sylowgruppe, so ist K, H,
ebenfalls eine Frobeniusgruppe. Allgemeiner operiert jede Untergruppe von H fixpunkt-
frei auf K. Fixpunktfreie Automorphismengruppen nennt man auch reguldr. H und seine
Untergruppen sind demnach reguldre Automorphismengruppen einer p-Gruppe fiir je-
den Primteiler p der Ordnung von K. Fiir solche Gruppen gelten wiederum die folgenden

Satze.

Satz 2.10. Sei G eine requlire Automorphismengruppe einer r-Gruppe, r € P und p, q

Primteiler der Ordnung von G. Dann gelten

1. Die Ordnung von G ist teilerfremd zu r.
2. Alle abelschen Untergruppen von G sind zyklisch.

3. Untergruppen der Ordnung pq sind zyklisch. (pq-Bedingung)

Beweis. Gorenstein [§], S. 187, Theorem 3.14 O
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Die erste Aussage von Satze besagt, dass regulire Automorphismengruppen von
p-Gruppen stets p’-Gruppen sind. Auf die dritte Eigenschaft verweisen wir, wenn im
Folgenden der Begriff pg-Bedingung fillt. Fiir p-Gruppen, welche die zweite der drei im
Satz gefolgerten Eigenschaften erfiillen, existieren nur wenige Isomorphietypen, die
alle bekannt sind. Der folgende Satz beriicksichtigt auch den allgemeineren Fall, dass

lediglich alle abelschen Normalteiler zyklisch sind.

Satz 2.11. Sei p € P und G eine nicht triviale p-Gruppe, in der alle abelschen Normal-

teiler zyklisch sind. Dann sind nur folgende Isomorphietypen von G mdéglich:

1.p>2und G=Cyp,n €N (Drehgruppe)
2. p=2und G~ Doyn,ne€N, n>2 (Diedergruppe)
S p=2und G=Quxm,neN, n>4 (verallgemeinerte Quaternionengruppe)
4. p=2und G~ SDom,neN, n>2 (Semidiedergruppe)

Sind sogar alle abelschen Untergruppen zyklisch, so treten der zweite und dritte Fall nicht
auf, d.h. G ist entweder zyklisch oder p =2 mit G = Qan, n > 4.

Beweis. Gorenstein [§], S. 199, Theorem 4.10 O

Als unmittelbare Folgerung aus der letzten, zuséitzlichen Aussage folgt sofort das néchste

Korollar 2.4. Sei p > 2 eine ungerade Primzahl und G eine nicht triviale p-Gruppe,
in der alle abelschen Untergruppen von zyklisch sind. Dann ist G ebenfalls zyklisch. Ist
hingegen G eine nicht zyklische 2-Gruppe mit ndamlicher Eigenschaft, so ist G eine ver-

allgemeinerte Quaternionengruppe.

Auf die in Satz genannten Isomorphietypen gehen wir der Vollstindigkeit halber in
Kiirze nocheinmal ein und geben Konstruktionen dieser Gruppen durch Erzeuger und
Relationen. Zunichst soll aber der Satz auf die Frobeniuskomplemente und alle ihre
Untergruppen, insbesondere die p-Sylowgruppen, angewendet werden. Als Folgerung aus
den Sitzen und kénnen wir fiir Frobeniuskomplemente die wenigen moglichen
Isomorphietypen der Sylowgruppen und aller Untergruppen deren Ordnung ein Produkt

zweier Primzahlen sind, angeben.

Korollar 2.5. Se: G = KH eine Frobeniusgruppe mit Kern K und Komplement H. Fiir
Primteiler p, q der Ordnung von H gilt dann:

1. Untergruppen von H mit der Ordnung pq sind zyklisch. (pq-Bedingung)
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2. Fiir p = 2 sind alle p-Sylowgruppen von H zyklisch oder verallgemeinerte Quater-

nioNengruppen.

3. Fiir p > 2 sind alle p-Sylowgruppen von H zyklisch.

Beweis. Da H als regulidre Automorphismengruppe auf K wirkt, gilt nach Satz die
pg-Bedingung und alle abelschen Untergruppen von H sind zyklisch. Insbesondere sind
dann auch alle abelschen Untergruppen der p-Sylowgruppen von H zyklisch. Nach der
Zusatzaussage von Satz folgen daher die letzten beiden Aussagen. O

Da Untergruppen zyklischer Gruppen wieder zyklisch sind und jede Gruppe von Prim-

potenzordnung in einer Sylowgruppe enthalten ist, folgt sofort

Korollar 2.6. Sei G = KH eine Frobeniusgruppe mit Kern K, Komplement H und
p > 2 ein ungerader Primteiler der Ordnung von H. Dann ist jede p-Untergruppe von H
zyklisch.

Wir nennen eine Gruppe G perfekt, wenn sie nicht trivial ist und fiir ihre Kommutator-
gruppe gilt G’ = LG = [G,G] = G. Da eine Faktorgruppe genau dann kommutativ ist,
wenn ihr Normalteiler die Kommutatorgruppe enthélt, haben perfekte Gruppen keine
kommutativen Faktorgruppen. Insbesondere sind sie daher nicht auflésbar. Ebenso kon-
nen keine auflésbaren Faktorgruppen auftreten, da Faktorgruppen perfekter Gruppen

wieder perfekt sind.

Nun kommen wir zum eigentlichen Thema der Arbeit. Gemé&f dem folgenden und bereits
erwihnten Hauptsatz ist Perfektheit eine Bedingung an Frobeniuskomplemente, unter

der es filir ndmliche nur einen einzigen Isomorphietyp gibt.
Satz 2.12. (HAUPTSATZ) Sei G eine endliche Frobeniusgruppe mit Komplement H.

Ist H eine perfekte Gruppe, so folgt H ~ SLy (5).

Zum Beweis werden wir den Hauptsatz dquivalent umformen in das bereits erwéhnte
SLy (5)-Theorem von Zassenhaus. Der anschliefende Beweis des SLs (5)-Theorems in
den nichsten Abschnitten begriindet den Grofteilteil dieser Diplomarbeit. Dabei folgen

wir im Wesentlichen der Argumentation von Meierfrankenfeld in [4].

2.5 Das SL, (5) Theorem

Die Arbeit von Zassenhaus [2] 1934 hatte die Klassifikation endlicher Fastkérper zum

Ziel. Die Bestimmung perfekter Frobeniuskomplemente mit dem SLs (5)-Theorem war
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keinesfalls das Hauptanliegen. Auch ist die Darstellung fiir heutige Leser etwas miihsam
nachzuvollziehen. Wir zitieren den Satz daher aus seiner sehr viel spatere Publikation [3]
von 1985, in der er das SLy (5)-Theorem in den Mittelpunkt gestellt hat. Dort wird es

wie folgt angegeben.

Satz 2.13. (ZASSENHAUS, 1985) Ist G eine perfekte, irreduzible, endliche Matrizen-
gruppe vom Grad d > 1 tber den komplexen Zahlen C derart, dass kein Element # 14
den FEigenwert 1 hat, dann ist d = 2 und G ~ SLy (5).

Die Formulierung ist den charaktertheoretischen Methoden angemessen. Da aber un-
ser Anliegen deren Vermeidung ist, wollen wir es allgemeiner formulieren. Beschrinken
wir uns nicht auf die komplexen Zahlen und fordern auch nicht die Irreduzibilitdt der
Darstellung, so kommt man zum folgenden Satz, dessen Aquivalenz zum Hauptsatz hier

bewiesen werden soll.

Satz 2.14. (SLs (5)-THEOREM) Sei K ein Kdrper und V ein Vektorraum tber K.
Ist dann H < AutV eine perfekte Gruppe fixpunktfreier Vektorraumautomorphismen, so
folgt H ~ SLy (5).

Auf den ersten Blick scheint ein anderer Sachverhalt vorzuliegen, als beim Hauptsatz
Um die Aquivalenz der beiden Varianten des Hauptsatzes zu zeigen, benétigen wir
noch einige Begriffe, die hier zusammen mit anderen, spéter gebrauchten Definitionen

zusammengetragen werden sollen.

Ein Normalteiler N in einer Gruppe G zeichnet sich dadurch aus, dass G durch Konju-
gation auf NV operiert, also G — AutN. Der Zentralisator CyG besteht dann gerade aus
allen h € N, die von jedem g € G fixiert werden. Zu g € G und n € N gibt der Kommu-
tator [g,n] = gng~In~! gerade den qualitativen Unterschied zwischen n und gng~! in
dem Sinne an, als dass es sich hierbei um dasjenige Element handelt, mit welchem man

1

n von links multipliziert, um gng~" zu erhalten.

Diese Interpretation motiviert eine allgemeinere Definition dieser Begriffe fiir beliebige
Gruppenoperationen der Form G — AutH, wobei G und H nun beliebige Gruppen sein

kénnen. Mit CyG bezeichnen wir dann die Menge aller Fixpunkte von G in H, also
CuG={xe H|Gx =z}
und zu g € G und h € H ist der Kommutator

lg,h] = gh-h™!
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gerade dasjenige Element aus H, mit welchem man h von links multipliziert, um gh zu
erhalten. Entsprechend ist die Kommutatorgruppe [G, H] als Erzeugnis aller Kommutato-
ren definiert. Den Begriff Normalteiler verschérft man zur charakteristischen Untergrup-
pe. Damit meinen wir eine Untergruppe N < H mit ¢ N < N fiir alle Automorphismen
@ € AutH. Ist N charakteristisch in H, so schreiben wir N char H. Charakteristische

Untergruppen sind insbesondere Normalteiler und es gilt stets

Achar BI(C = A<C.

Kehren wir zuriick zu einer Frobeniusgruppe G = KH mit Kern K und Komplement
H. Mit genannten Begriffen kénnen wir nun sagen, dass zu jedem Primteiler p der Ord-
nung von K die Sylowgruppe K, charakteristisch in K ist, also K, char K. Die Suche
nach ebenfalls charakteristische Untergruppen von K, fiihrt zur allgemeinen Betrachtung

charakteristischer Untergruppen von p-Gruppen.

Wichtige Typen von Untergruppen in p-Gruppen sind die Erzeugnisse aller Elemente von
bestimmter, vorgegebener Ordnung. Da Automorphismen die Ordnung eines Elementes
nicht antasten, sind diese Untergruppen charakteristisch. Ist G eine p-Gruppe und n € N,
so bezeichnen wir mit

WG =(geG||g<p")

das Erzeugnis aller Elemente, deren Ordnung kleiner oder gleich p™ ist und mit
"G =(g9€G|lgl=p")

das Erzeugnis aller p™-Elemente. Wenn G sogar eine abelsche Gruppe ist, stellt sich die
Lage sehr iibersichtlich da. Geméfs dem Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abel-
sche Gruppen sind diese Isomorph zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen. Ins-
besondere sind also abelsche p-Gruppen direkte Produkte zyklischer p-Gruppen. Sind
die Ordnungen aller direkten Faktoren untereinander gleich, so nennen wir die Gruppe
homozyklisch. Falls alle Faktoren isomorph zu C), sind, nennen wir die Gruppe elemen-
tar abelsch. Elementar abelsche p-Gruppen sind somit isomorph zu einem Vektorraum
Cy =~ Zy iiber Zy. Fir eine abelsche p-Gruppe G ist {2;G stets eine elementar abelsche

Gruppe und damit als Vektorraum iiber Z, zu begreifen.

Fiir den spéteren Gebrauch hilfreich sind folgenden Notationskonventionen fiir spezielle

charakteristische Untergruppen einer beliebigen Gruppe G. Wir schreiben

e O,G fiir den groften p-Normalteiler in G,
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e OG fiir den groften ungeraden Normalteiler und
e OPQG fiir den kleinsten Normalteiler mit p-Potenzindex.

OPG ist der kleinste Normalteiler in G, der alle p’-Elemente enthilt, hingegen ist OG
der von allen ungeraden Elementen erzeugte Normalteiler. Im Falle des Frobeniuskerns
ist O, K identisch mit der Sylowgruppe K,. Fiir eine abelsche Gruppen G gilt stets
G = 02G - 0G.

Wir beweisen nun die Aquivalenz der Sitze und Zunachst zeigen wir, wie aus
dem Hauptsatz das SLy (5)-Theorem folgt. Gelte also der Hauptsatz, sei V ein Vektor-
raum iber einem Korper K und H eine perfekte Gruppe fixpunktfreier Vektorraumau-
tomorphismen von V. Definieren wir nur G = V x H, so folgt aus Satz sofort, dass
G eine Frobeniusgruppe mit perfektem Komplement {e} x H und V x {e} als Kern ist.
Mithin nach Satz folgt H ~ SLy (5).

Die Riickimplikation ist etwas schwieriger. Gelte also Satz und sei G = KH eine
Frobeniusgruppe mit perfektem Komplement H und Kern K. Da K nach Satz nilpo-
tent ist, lasst es sich gemék Satz [2.6]als direktes Produkt seiner Sylowgruppen schreiben,

welche charakteristisch und damit insbesondere Normalteiler sind.

Sei nun p ein Primteiler der Ordnung von K und K, die zugehorige eindeutige p-
Sylowgruppe. Das Zentrum einer nicht trivialen p-Gruppe ist niemals trivial, darum
haben wir mit ZK,, # e eine nicht triviale, abelsche p-Gruppe und V = Q1ZK), ist eine

elementar abelsche Untergruppe. Wir haben nun
V char ZK,, char K, < G

und schliefen daraus V' <1 G. Demnach operiert H auf V durch Konjugation als fix-
punktfreie Automorphismengruppe. V' ist aber auch ein Vektorraum iiber Z, und damit

Modul iiber dem Gruppenring Z,H , vermoge der Operation

(D kuh) v =" kn (hon ).

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz erfiillt und wir kénnen H ~ SLs (5) und
somit auf die Giiltigkeit von Satz schliefsen.

Anders als beim der ersten Beweisrichtung haben wir bei der Argumentation die bekann-
te Struktur des Frobeniuskomplements K massiv ausgenutzt. Die Erkenntnis dariiber
haben wir wiederum aus dem Satz von Frobenius erhalten, dessen Beweis nicht charak-

terfrei ist. Hierin liegt beim Beweis des Hauptsatzes die einzige implizite Anwendung
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von Charaktertheorie. Der nachfolgende Beweis des SLs (5)-Theorems und damit des
Hauptsatzes ist hingegen vollstindig charakterfrei. Zu seiner Durchfithrung werden aus-
fithrliche Vorbereitungen nétig, die in einer langen Sequenz von Hilfssitzen im néchsten

Hauptabschnitt entwickelt werden.
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3 Vorbereitungen zum Beweis des S, (5)-Theorems

Die Vorbereitungen, die fiir den Beweis des SLs (5)-Theorems notig werden, erscheinen
ohne vorauseilende Erlauterungen vollkommen zusammenhanglos nebeneinander zu ste-
hen. Um also das Vorgehen in diesem Abschnitt nicht allzu willkiirlich erscheinen zu
lassen, soll hier die Beweisidee erldutert und der Beweis grob skizziert werden, bevor wir
die dafiir notigen Details ausformulieren. Wir gehen aus von einem Vektorraum V iiber
einem Korper K und betrachten eine perfekte Gruppe fixpunktfreier Vektorraumauto-

morphismen G < AutV. Wir wollen den Isomorphietyp von G bestimmen.

Auf der Suche nach dem Isomorphietyp einer gegebenen Gruppe wird man zunéchst
versuchen, die Gruppenordnung festzustellen. Sind die Ordnung und ihre Primfaktorzer-
legung erst einmal bekannt, erschliefit sich durch die reichhaltig verfiigharen gruppen-
theoretischen Sétze - allen voran die Sdtze von Sylow - eine Vielzahl an Informationen
iiber Untergruppen, Faktorgruppen, Normalteiler und deren Isomorphietypen. Oftmals
reichen diese Informationen bereits aus, um den Isomorphietyp auf wenige mégliche Fal-
le einzugrenzen, die man dann in Fallunterscheidungen isoliert voneinander betrachten

kann. Unser erklértes Ziel wird also sein, die Ordnung von G zu bestimmen.

Ist die Ordnung einer Gruppe klein genug, so lassen sich viele gruppentheoretische Pro-
bleme algorithmisch oder durch systematisches Ausprobieren aller méglichen Fille com-
putergestiitzt 16sen. Mit verschiedensten Methoden sind die moglichen Isomorphietypen
zu vielen kleinen Ordnungen bestimmt worden. Im Rahmen des Projekts “Small Group
Library” haben Bettina Eick, Eamonn O’Brien und Hans Ulrich Besche die Gruppen
bishin zur Ordnung 2000 mit wenigen Ausnahmen katalogisiert und in den Computeral-
gebrasystemen GAP und MAGMA implementiert, so dass von dort aus auf den Katalog
zugegriffen werden kann. Wir wollen GAP einsetzen, um unsere Vorgehensweise zu moti-
vieren und um den Beweis fiir eine Teilaussage computergestiitzt zu lésen, den Meierfran-
kenfeld mit einem Verweis auf Darstellungsgruppen im Sinne von Schur nur angedeutet
hat. Die Syntax der verwendeten Befehle sind zumeist intuitiv und bediirfen keinerlei

Erlduterungen.

3.1 Die Beweisidee

Wir befinden uns in der gliicklichen Lage, die Antwort auf das Klassifikationsproblem
perfekter Frobeniuskomplemente bereits zu kennen. Wir kénnen also den Gaul von hin-
ten aufzdumen und die Ordnung eines perfekten Frobeniuskomplements einfach in GAP

abfragen.
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gap> Order(SL(2,5));
120

Die Ordnung der SLs (5) ist also gerade 120 und somit zweifelsfrei in Reichweite der
in GAP katalogisierten Gruppen. Die Méglichkeiten von GAP sind verlockend, dennoch
sollen sie nicht iiberstrapaziert werden und nach Moglichkeit strukturelle Argumente
bevorzugt werden. Fiir die genannte Gruppenordnung sei auf den spéter aus [§] zitierten
Satz verwiesen, der dieses leistet. Als vertrauensbildende Mafnahme konnen wir und

nun davon iiberzeugen, dass die SLs (5) tatsichlich perfekt ist.

gap> IsPerfect(SL(2,5));

true

In der Tat sind perfekte Gruppen kleiner Ordnung nicht besonders zahlreich, vielmehr
ist Perfektheit ein starkes strukturelles Merkmal, welches nur wenige Isomorphietypen
zulésst. Auch hiervon kann man sich leicht iiberzeugen. Wir erzeugen Listen L60 und

L120 bestehend jeweils aus allen Gruppen der Ordnung 60 und 120.

gap> L60:=A11SmallGroups(60);;
gap> L120:=A11SmallGroups(120);;

Nun kénnen wir Informationen der Listen elementweise abfragen. Wir bestimmen etwa

die Isomorphietypen in L60.

gap> List (L60,StructureDescription);

[ "C5 x (C3 : C4)", "C3 x (C5 : C4)", "Ci5 . C4", "C60", "AB",
"C3 x (C5 : C4)", "Ci5 : C4", "S3 x D1Q0", "C5 x A4“,
"Cé x D10o", "C10 x S3", "D60", "C30 x C2" ]

Aus nahe liegenden Griinden verzichten wir darauf, die Isomorphietypen in L120 abzu-
fragen. Fiir unsere Zwecke sind sie ohnehin nicht von Belangen. Wir wollen nur wissen,

wieviele derer perfekt sind, was wir mit den folgenden Listenbefehlen abfragen.

gap> List(L60,IsPerfect);
[ false, false, false, false, true, false, false,... , false ]
gap> List(L120,IsPerfect);

[ false, false, false, false, true, false, false,... , false ]

Die Ausgabe zeigt uns, dass zu den Ordnungen 60 und 120 jeweils das fiinfte Listen-

element die einzige perfekte Gruppe ist. Wir wissen bereits, das jene der Ordnung 120
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isomorph zur SLy (5) ist. Wir fragen die Isomorphietypen ab, um uns davon zu {iberzeu-

gen.

gap> StructureDescription(L60[5]) ;
npgn

gap> StructureDescription(L120[5]);
"SL(2,5)"

Mithin kennen wir mit As nun auch den Isomorphietyp der einzigen perfekten Gruppe

der Ordnung 60. Zuletzt finden wir mit

gap> StructureDescription(Center(SL(2,5)));
IIC2||

das Zentrum ZSLs (5) ~ C2 und demnach fiir die ebenfalls perfekte Zentrumsfaktorgrup-

pe ‘ ZS;LQQ(?Q)’ = 60 und damit die Isomorphie ZSSL LQQ(E?) ~ As. Insgesamt merken wir uns

also

Korollar 3.1. Die SLy (5) ist die einzige perfekte Gruppe der Ordnungen 120 und die
SLo(5)
ZSEQ(5)

Zentrumsfaktorgruppe ~ As ist die einzige von Ordnung 60.

Auf die Ergebnisse des Katalogprojektes zuriickgreifend ist unser Klassifikationsproblem
also durch die Bestimmung der Ordnung von G bereits geldst. Nicht vergessen sollte
man dabei jedoch, dass viele Jahre miihevoller Arbeit ist die Katalogisierung kleiner
Gruppen geflossen sind und dass strukturelle Argumente fiir die daraus entnommenen
Informationen auch bei den hier betrachteten sehr kleinen Ordnungen oftmals nur mit
sehr trickreichen Schliissen und Anwendung komplizierter Sitze gelingen. In diesem Fall
steht aber aufer Frage, dass die entsprechenden Beweise an geeigneter Stelle bereits
erbracht worden sind, so dass wir die Ausgabe von GAP als verldsslich und Korollar
als bewiesen ansehen diirfen. Ziel wird also von nun an sein, die Ordnung von G zu

bestimmen.

Beweisskizze Da G ein perfektes Frobeniuskomplement ist, erfiillt es die drei in Korollar
[2.5] angegebenen Eigenschaften.

e Die 2-Sylowgruppen sind zyklisch oder verallgemeinerte Quaternionengruppen.
e Untergruppen der Ordnung pg mit zweie Primzahlen p und ¢ sind zyklisch.

e Sylowgruppen von ungerader Ordnung sind zyklisch.

24



Diese Eigenschaften werden bei der Bestimmung der Ordnung die entscheidende Rolle
spielen. Mit ihnen werden wir zunéchst einige Teilbarkeitsaussagen iiber die Ordnung
treffen, allen voran, ob sie gerade oder ungerade ist. Es wird sich zeigen, dass die Ordnung
von G gerade ist, und dass es in G eine eindeutige Involution ¢ gibt. Wir beweisen dann,
dass t im Zentrum von G liegt, also haben wir mit (¢) ein Normalteiler von G. Ist dann
G = (% die von (t) induzierte Faktorgruppe, so ist nach Lemma der Beweis bereits
fertig, wenn wir zeigen konnen, dass G die Ordnung 60 besitzt. Genau so werden wir

vorgehen.

Als Faktorgruppe einer perfekten Gruppe ist G ebenfalls perfekt. Um die Ordnung von

G zu bestimmen werden wir zeigen, dass G die folgenden drei Eigenschaften von G erbt.
e Alle 2-Sylowgruppen von G sind zyklisch oder Diedergruppen.

e Alle Untergruppen von G, deren Ordnung das Produkt pg zweier ungerader Prim-

zahlen p, ¢ ist, sind zyklisch.
e Alle Sylowgruppen von ungerader Ordnung sind zyklisch.

Die Untersuchung von G werden wir vom Beweis isolieren und in diesem Hauptabschnitt
vorgezogen betrachten. Wir gehen also in umgekehrter Reihenfolge vor. In Abschnitt
werden wir daher eine perfekte Gruppe & mit den drei zuletzt genannten Eigenschaften
betrachten und eine hinreichende Bedingungen angeben, um bei einer Zahlung |&| = 60
und damit & ~ Aj zu schlieRen. Spiter iibertragen wir die Ergebnisse dann auf G ~ &
und nach Lemma schliefen wir dann G ~ SLs (5). Entscheidend hierfiir wird die
Beobachtung sein, dass & und damit auch G eine zu A4 isomorphe Untergruppe besitzt.
Damit kénnen wir zeigen, dass deren kanonisches Urbild in G eine zu SLs (3) isomorphe
Untergruppe ist, die eine Quaternionengruppe Qg < SLo (3) enthélt. Diese Konstellation

werden wir im Abschnitt B.3] intensiv studieren.

3.2 Wichtige Eigenschaften bekannter Gruppen

Hilfreich fiir das Verstandnis der nachfolgenden Argumentation ist eine gewisse Vertraut-
heit mit den vorkommenden Gruppen. Daher soll hier die Gelegenheit ergriffen werden,
alle wichtigen Gruppen kurz vorzustellen und einige benttigte Eigenschaften zu nennen,
damit diese an den entsprechenden Stellen nicht allzu sehr vom Himmel fallen. Dazu ver-
wenden wir Konstruktionen durch Erzeuger und definierende Relationen, die nachfolgend

erldutert sind.

Die Verkniipfungstafel einer endlichen Gruppen G lisst sich bereits vollstdndig angeben,

wenn man sémtliche Produkte aus Potenzen von Elementen eines erzeugenden Systems
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S kennt. Zur Kenntnis ndmlicher Produkte sind oftmals nur einige wenige bekannte

Relationen zwischen den Erzeugern nétig, die in Gleichungen der Form
gteegt=e gy €Sn,€l,v=1,...,k

angegeben werden kénnen. Anschaulich werden durch die Relationen gewisse algebrai-
scher Kompositionen der Erzeuger “neutral erklért”. Fin hinreichend grofses System sol-
cher Relationen nennen wir erzeugende Relationen. Damit hierdurch eine Gruppe voll-
standig charakterisiert ist, miissen sich alle Beziehungen zwischen den Erzeugern, die
als Gleichungen zwischen Produkten von Potenzen der Erzeuger gegeben sind, aus den

erzeugenden Relationen ableiten lassen. Ein Beispiel verdeutlicht die Idee.

Gegeben sei eine zyklische Gruppe C), ~ (z), dann geniigt die Relation 2™ = e als einzige
erzeugende Relation. Jede Gleichung zwischen Potenzen von z lasst sich aus 2™ = e

ableiten. Etwa folgt die Beziehung 22"

= e, die jedoch selbst keine alleinige erzeugende
Relation ist, weil aus ihr die Gleichung 2™ = e nicht wieder zuriickgewonnen werden

kann.

Man kann nun umgekehrt vorgehen und Gruppen dadurch definieren, dass man ihre
erzeugenden Elemente benennt und willkiirlich einige Beziehungen zwischen ihnen als
erzeugende Relationen erkldrt. Man sieht etwa ein, dass C), =~ (z) ist, wenn bekannt ist,
dass 2™ = e die einzige erzeugende Relation ist. Die géngige Notation sei am genannten
genannten Beispiel

Cp=(x|z"=e)

erlautert. Hierbei werden zunéchst die Erzeuger aufgelistet und anschliefsend die zugehd-
rigen Relationen. Erzeuger und ihre Relationen sind keineswegs eindeutig, nicht einmal
ihre Anzahl ist festgelegt. So ldsst sich etwa die zyklische Gruppe der Ordnung n auch
umsténdlicher durch

C, ~ <a:,y ] "yl =y = e>

konstruieren. Die Untersuchung durch Erzeuger und Relationen definierter Gruppen ist
offensichtlich algorithmischer Natur und ihre Schwierigkeit klar erkennbar. Tatsdchlich
gibt es nicht einmal einen Algorithmus, der entscheiden kann, ob eine so prisentierte

Gruppe endlich ist.

Eine mathematisch prézise Formulierung dieser eher intuitiven Definition von Gruppen
soll hier nur angedeutet werden. Dazu konstruiert man zunéchst zu einer gegebenen Men-
ge von Erzeugern S eine freie Gruppe (S5), die sich dadurch auszeichnet, dass es keine

nicht trivialen Relationen zwischen den Potenzen der Elemente von S gibt. Jede Gruppe
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G mit einer Erzeugermenge E von Ordnung |E| < |S| ldsst sich dann als Faktorgruppe
in der freien Gruppe auffinden. Dazu sei N C S eine erforderliche Menge von neutral
erklarten Elemente und sei K < (S) der von N erzeugte Normalteiler. Die zugehorige
Faktorgruppe ist gerade die von den Relationen erzeugte Gruppe G ~ % Die angedeu-

tete Konstruktion findet man ausfiihrlicher etwa bei Serge Lang [10], S. 66.

Als einfachstes Beispiel dienen wieder die zyklischen Gruppen. Die freie Gruppe zur
einelementigen Erzeugermenge S = {z} ist gerade die additive Gruppe Z. Jede zyklische
Gruppe ist Faktorgruppe in Z. Die erzeugende Relation nx = 0 erklart alle Vielfachen

von nx zur Null. So kann man schliefslich die bekannte Beziehung

Z

C’n%<x|nx:0>%@

wieder zuriickgewinnen. Oft werden wir die Relationen nicht direkt in der Neutralform
gi* -+ gp* = e nennen, sondern eine dquivalente Gleichung angeben.

Es sollen nun die Isomorphietypen aus Satz noch einmal kurz beleuchtet werden,
da sie eine tragende Rolle im Beweis einnehmen. Zu n € N definieren wir eine Folge

endlicher Gruppen mit zwei Erzeugen durch
Doy = (,y | 2" =y* =e,yzy™ ' =a7") = (x)  (y) = Cp % .

Fiir n > 3 ist Da, gerade eine Diedergruppe bestehend aus den Symmetrien eines regel-

méafkigen n-Ecks. Fiir n = 2 erhalten wir die Kleinsche Vierergruppe
D4%CQ><]CQQJCQXCQ,

flir n = 1ist Doy = D9 = (5. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die abelschen Grup-
pen Do und Dy auch als Diedergruppen, obwohl sie nicht im selben Sinne geometrisch
interpretiert werden kénnen. Fiir die Ordnung gilt |Da,| = 2n. Als semidirektes Produkt
zyklischer Gruppen ist Do, auflésbar fiir alle n € N. Fiir n > 3 ist Dy, nicht kommutativ

und wir erhalten fiir das Zentrum

(e falls n ungerade

72Dy, = .
" <x§> falls n gerade

und fiir die Kommutatorgruppe [Day,, Day] = <:E2> mit <x2> = (z) = C), fiir ungerade n.

Wir betrachten die Automorphismengruppen AutDs,. Fiir n = 1 ist nichts weiter zu sa-
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gen. Da ein Automorphismus das neutrale Element fixiert, ist fiir n = 2 ein solcher durch
eine Permutation der iibrigen drei Elemente bereits definiert. Tatséchlich rechnet man
nach, dass AutDy = S3 ~ (3 x Cy und damit insbesondere auflésbar ist. Fiir n > 3 ist
die Untergruppe () < Ds,, charakteristisch. In diesem Fall nimmt ein Automorphismus

© € AutDsy, auf den Erzeugern Funktionswerte der Form

or =12 mit keN und gT (k,n)=1
sowie

py=2"y mit meN

an. In der Tat rechnet man leicht nach, dass der Automorphismus ¢ durch das Zahlenpaar
(m, k) bereits festgelegt ist und umgekehrt jedes Zahlenpaar aus (a,b) € Z, x Z) durch
die Vorschrift

b

(a,b)x =x und (a,b)y = z%

eindeutig einen Automorphismus definiert. Deswegen diirfen wir hier die Identifikation

¢ =~ (m, k) vornechmen. Wegen
(a,b) (m, k) z = 2"

und
(aa b) (m7 k) y= (av b) xmy = l,bm—f—ay

folgt
(a,b) (m,k) = (a + bm, bk)

und damit ist die Automorphismengruppe ein semidirektes Produkt AutDa,, ~ Z,, X Z).
Da die semidirekten Faktoren kommutativ sind, ist auch AutDs,, auflésbar. Wir halten
fest

Korollar 3.2. Diedergruppen und deren Automorphismengruppen sind stets auflosbar.

Untergruppen und Faktorgruppen von Diedergruppen sind zyklisch oder selbst wieder

Diedergruppen. Ist iiberdies n eine gerade Zahl grofer oder gleich 4, so gibt es in D,

mindestens eine Untergruppen isomorph zur Kleinschen Vierergruppe Dy. Fiir k, ¢ € N
n

mit k— /¢ = 5 ist etwa

7Dy, = <:c%> < <xky,ac£y> = {e,x%,xey,m“%y} =~ Dy — Day,,.
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Jede Vierergruppe enthélt also das Zentrum ZDs, und da der Zentralisator einer nicht
zentralen Involution stets eine Vierergruppe ist, sind die Vierergruppen beziiglich der
Inklusion maximale, abelsche Untergruppen. Der Normalisator einer Vierergruppe ist
echt grofer als der Zentralisator, da Konjugation mit der Vierteldrehung x stets zwei

nicht triviale Involutionen in einer Vierergruppe vertauscht, geméfs

14 (4 43

n
Tiy=2x

w3

riryr 1 = x”zy:ﬁ_zy_ly =x Y.

Wir untersuchen die Konjugationsklassen der Vierergruppen in Da,. Dazu indizieren wir

sie jeweils mit der natiirlichen Zahl ¢, die sie durch
Dé = {€7x%7$£y7x£+%y} S D2’n

charakterisiert. Die Konjugierten sind dann

xkyDgwky = ng_é
l'kDgl'k — D§k+€
—¢
yDgy = D,

2746 +5
D, 2

und somit ist die Klasse der zu D§ konjugierten Vierergruppen. Wegen D4 = D
gibt es fiir den Fall, dass 5 gerade ist, zwei Klassen konjugierter Vierergruppen, je nach

dem, ob ¢ gerade oder ungerade ist. Wir halten also fest

Korollar 3.3. Zu n € 4Z g¢ibt es in Da, zwei Klassen konjugierter Vierergruppen D%Z
und D%ZH und jede Vierergruppe enthdlt das Zentrum ZDay,. Im Normalisator gibt es
stets ein Element, das die beiden nicht trivialen Involutionen durch Konjugation wver-

tauscht.

Ist Dy, wie bisher, so gilt Dy, = (x,y) = (zy,y) und somit wird Dy, auch von zwei
Involutionen erzeugt. Haben wir umgekehrt eine Gruppe G = (a, b), die von zwei von-
einander verschiedenen Involutionen a und b erzeugt wird, so gilt mit x = ab und y = b
schlieBlich auch G = (z,y). Wegen yzy = babb = ba = (ab)™' = z~! erfiillen  und
y die erzeugenden Relationen fiir die Diedergruppe Dy, Wegen zusitzlich moglicher
Relationen konnen wir nicht G' = Dy, schliefen. Allerdings ist G zumindest eine Fak-
torgruppe von Dj|,| und daher zyklisch oder selbst wieder eine Diedergruppe. Da wir
a # b angenommen haben, folgt « # y. Daher kann G nicht zyklisch sein und ist somit

eine Diedergruppe.
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Korollar 3.4. Das Erzeugnis zweier voneinander verschiedener Involutionen ist stets

eine Diedergruppe.

Eine weitere Serie von Gruppen, die im Satz genannt wurde, sind die Semidieder-
gruppen SD, mit n € N. Sie sind durch

SD,, ~ <:vy o =y = ey lay = ;,;2"’2—1>

definiert und entziehen sich einer einfachen Anschauung. Da sie fiir den kommenden Be-
weis keine Rolle spielen, haben wir sie nur der Vollstdndigkeit halber genannt. Wichtig
hingegen sind die verallgemeinerten Quaternionengruppen (Qo». Sie nehmen in unserer
Argumentation eine Schliisselposition ein, deshalb werden wir sie im néchsten Unterab-
schnitt gesondert untersuchen. In diesem Zusammenhang wird eine weitere Klasse von

Gruppen angegeben, die metazyklischen Gruppen
(h) x (k) ~ Cop x Cy~ (h,k | B = k* = e,khk™' = h71).

Aus ihnen werden wir im n#chsten Unterabschnitt die verallgemeinerten Quaternionen-

gruppen als Faktorgruppen gewinnen.

Fiir die SLy (5) gibt Zassenhaus in [3] neben einer komplexen Matrizendarstellung eben-

falls erzeugende Relationen an. Demnach erzeugen die beiden Matrizen

0 1 I
A—<_1 O) und B—< 15 145,
4

1_
4 2

eine Untergruppe in SLoC, die isomorph zur SLy (5) ist und mit den erzeugenden Rela-

tionen

SLy (5) ~ (A, B | A% = B* = (AB)")

definiert werden kann.

Kleine Gruppen und Ausnahmeisomorphismen

Zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p™ gibt es einen Koérper F; mit ¢ Elementen. Die zu den
Primpotenzen gehérenden Matrizengruppen GLs (¢) und SLs (¢) mit Eintragen aus dem
Korper F, gehoren wohl zu den am intensivsten untersuchten Objekten der Gruppen-

theorie. Auch hier werden sie eine dominante Rolle einnehmen. Elementare Rechnungen
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zeigen, dass das Zentrum der GLg (q) gerade aus den Skalarmatrizen der Form
ZGLy (q) = {(§2) | = € F}

und das Zentrum von SLs (¢) nur aus den beiden Matrizen

8Ly (0) ={(59), (0 1)}
besteht. Die Faktorgruppen

GL2(q)

N SLs (q)
T ZGLsy (q)

PGL N —————

und PSLy(q)
werden als projektive bzw. spezielle projektive lineare Gruppe bezeichnet. Neben der
SLy (5) wird auch die SLs (3) eine entscheidende Rolle spielen. Bei ihrer Untersuchung
helfen wird das sporadische Auftreten von Ausnahmeisomorphismen, die sich nicht in ein
Muster bekannter Serien von Automorphismen einordnen lassen. Fiir uns von Bedeutung

sind die Erscheinungen
PSLQ (3) =~ A4 und PSLQ (5) ~ A5,

deren Beweise wir hier nicht fithren wollen. Sie sind gern gewihltes Thema fiir Ubungs-
aufgaben, hier begniigen wir uns mit einem Verweis auf die Bibliothekfunktion von GAP

und wollen statt dessen andere Eigenschaften der Gruppen Ay, As und S4 beleuchten.

Dank der iibersichtlichen Zykelnotation lassen sich Aussagen iiber ndmliche Gruppen
durch direkte Angabe der Elemente treffen. So findet man etwa, dass es in der A4 genau
einen nicht trivialen Normalteiler gibt. Dieser ist isomorph zur Kleinsche Vierergruppe
Dy — A4 und besteht aus allen Doppeltranspositionen der Form (a,b) (¢,d). Die Ay
ist in As enthalten, allerdings gibt es in As bekanntlich keine echten, nicht trivialen
Normalteiler. Beim Beweis der Einfachheit von A5 wichtig ist die Beobachtung, dass alle

alternierenden Gruppen A, fiir n > 3 von den Dreizykeln erzeugt werden.

In A4 und Aj sind alle Involutionen Doppeltranspositionen. In der Sy treten zusétzlich
einzelne Transpositionen auf. Die Normalisatoren zweielementiger Untergruppen sind
mit ihren Zentralisatoren identisch. Wir wollen zeigen, dass sie in allen drei Gruppen von

Zweierpotenzordnung sind. Dazu betrachten wir
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(12345) (12) (34) (54321) = (13) (45)
(123) (12) (34) (321) = (14)(23)

in der A4 respektive As und

(123) (12) (321) = (23)
(123) (14) (321) = (24)

in der S4. Ohne Einschrénkung haben wir damit gezeigt, dass die Normalisatoren von In-
volutionen keine ungeraden Elemente enthalten und folglich 2-Gruppen sind. Wir merken

uns

Korollar 3.5. In den Gruppen Ay, As und Sy werden keine Involutionen durch Elemente
ungerader Ordnung normalisiert. Die Normalisatoren sind daher stets 2-Gruppen und
es gilt umgekehrt, dass keine Elemente von ungerader Ordnung durch eine Involution

zentralistert werden.

Wir betrachten noch die Normalisatoren der zu C3 isomorphen Untergruppen von Ay.
Wegen
(ab) (ed) (abe) (ab) (cd) = (adb)

und
(bed) (abe) (deb) = (acd)

gilf]

Korollar 3.6. In Ay sind Untergruppen der Ordnung 3 mit ihren Normalisatoren und
Zentralisatoren identisch. Insbesondere wird kein Element der Ordnung 3 von durch Kon-

jugation mit einem Element invertiert und das Zentrum ZAy ist trivial.

Wir benétigen noch die Automorphismengruppe der A4 und As. Hierfiir zitieren wir den

folgenden

'Die vorangegangene Begriindung fiir das folgende Korollar ist fehlerhaft und unvollstindig. Ich hatte
mit der Begriindung zwar angefangen aber, nachdem ich die Lésung nicht sofort gesehen hatte,
aufgeschoben und spéter dummerweise vergessen. Bei der Korrekturlesung ist mir das auch nicht
mehr aufgefallen. Ich denke, dass die Begriindung nicht schwierig ist. Es sind schliefslich Eigenschaften
einer kleinen und gut studierten Gruppe. Ich erspare mir den Arger, hier iiber diese FuRnote hinaus
etwas zu schreiben. Wer diese Arbeit versteht, sollte in der Lage sein, selbst eine Begriindung zu
finden.
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Satz 3.1. Firn > 3 und n # 6 gilt AutA, ~ S,.
Beweis. Suzuki [I1], S. 299, (2.17) O

Die ganz erstaunliche Ausnahme fiir n = 6 hat weitreichende Folgen fiir die Gruppen-
theorie. Es gilt AutAg ~ AutSg und die Aufkldrung der Struktur mit GAP erfordert

bereits einige Minuten Rechenzeit.

gap> A:=AutomorphismGroup(AlternatingGroup(6));;
gap> Order(A);

1440

gap> StructureDescription(4);

"(A6 : C2) : C2"

Fiir uns ist dieser bemerkenswerte Sonderfall nicht wichtig, er wurde daher nur interes-

sehalber erwihnt.

3.3 Die Quaternionengruppe in der SL, (3)

Die Bedeutung der verallgemeinerten Quaternionengruppen lisst sich aus dem folgenden
Satz ableiten, der wesentliche Eigenschaften zweidimensionaler spezieller linearer Grup-

pen SLs (q) tiber endlichen Korpern F, wiedergibt.

Satz 3.2. Es gilt |SLy (q)] = (q2 — 1) q und fir ungerade q sind die 2-Sylowgruppen von
SLo (q) stets verallgemeinerte Quaternionengruppen. Das Zentrum dieser besteht nur aus
den beiden Matrizen () und (_01 91).

Beweis. Gorenstein [§], S. 40-42, Theorem 8.1, 8.3 O

Sei (h) =~ Cyn und (k) ~ Cy4 mit der Operation kh = h~!. Verallgemeinerte Quaternio-

nengruppen lassen sich dadurch konstruieren, dass man in der metazyklischen Gruppe
(h) x (k) = Cop x Cy =~ (hk | B = k* = e,khk™' = h™1)

die Unterscheidung zwischen den beiden Involutionen h2" ™" und k2 “verwischt” indem
man das Element (h2n_1,k_2) < h?"'k2 zur Eins erklirt und den auf diese Weise
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erzeugten Normalteiler D herausfaktorisiert. Das lésst sich durch Hinzufiigen der identi-

fizierenden Relation h2"~ ' = k2 erreichen, so dass schliefslich

an X C4

Q2'7L+1 ~ D

~ <h,k B2 =k = e, b = k2 Rk = h—1>

gilt.

Man kann zeigen, dass alle kommutativen Untergruppen generalisierter Quaternionen
zyklisch sind. Geméf der letzten Aussage von Satz sind sie als nicht zyklische Grup-
pen durch diese Eigenschaft sogar charakterisiert. Alle nicht zyklischen Untergruppen
sind hingegen ebenfalls verallgemeinerte Quaternionengruppen. Das Zentrum von Qgn+1
besteht gerade aus der Involution K" = k2. Die Zentrumsfaktorgruppe bildet man
durch Hinzunahme der Relation h2" ' = k% = e. Dadurch wird die bisherige Relation

h?" = k* = e redundant und wir erhalten mit

Qan+1

T Don = <h, k| h? 7 = k2 = e, khk~! = h—1>

eine Diedergruppe. Wir fassen die Aussagen {iber verallgemeinerte Quaternionengruppen

ZuSaminen.

Korollar 3.7. Untergruppen verallgemeinerter Quaternionengruppen sind zyklisch oder
ebenfalls verallgemeinerte Quaternionengruppen. Die Zentrumsfaktorgruppe von Qan ist

stets eine Diedergruppe Don-1.

Fiir n = 2 erhélt man durch die oben erwidhnte Konstruktion gerade die bekannte mul-
tiplikative Untergruppe Qs =~ {+e, i, +j, =k} der Hamiltonschen Quaternionen H. Die
Zentrumsfaktorgruppe ist eine Kleinsche Vierergruppe Dy. Aus Satz folgt, dass die
Sylowgruppen sowohl von SLs (3), als auch SLs (5) isomorph zur ndmlichen Qg sind. Wir

wollen diesen Einzelfall weiter vertiefen und untersuchen die Qg néher.

Satz 3.3. Fir Qg ~ {te, +i,+j, £k} ist —e die einzige Involution. Die Elemente =+i,
+4, £k haben alle die Ordnung 4 und je zwei der Elemente i, j und k erzeugen die

gesamte Gruppe

Beweis. 15 =k, jk =1 und ki = j. O

Gruppen, in denen jede Untergruppe bereits ein Normalteiler ist, wird man erfahrungs-
gemih als kommutativ vermuten. Die Quaterniongruppe Qg hat die ungewthnliche Ei-

genschaft, dass alle Untergruppen Normalteiler sind, obwohl sie nicht kommutativ ist.
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Derartige Gruppen werden Hamiltonsche Gruppen genannt. Die Quaternionengruppe ist

die kleinste Hamiltonsche Gruppe, ihre Untergruppen sind (e), (—e), (i),(j) und (k).

Die gemeinhin iibliche lineare Darstellung der Quaternionengruppe beruht auf zweidi-

mensionalen komplexen Matrizen

et ol ) )

die den Paulimatrizen aus der Quantenmechanik dhneln. Aus Satz folgt |SL2 (3)| =
23 . 3 und somit ist Qg als 2-Sylowgruppe in SLs (3) eingebettet. Wir finden also eine
alternative Darstellung gleicher Dimension, wenn wir in Zg rechnen. Als angemessenes
Repriasentantensystem verwenden wir Zs ~ {—1,0,1}. Durch elementares Rechnen mit

Matrizen findet man nun die Matrizendarstellung

a0 0= ()= 1) (0 )

Wir sehen, dass Qg das Zentrum von SLs (3) enthilt und somit das einzige nichttriviale
Zentrumselement (_01 _01) in jeder 2-Sylowgruppe von SLs (3) enthalten ist. Tatsdchlich
ist Qg sogar die einzige 2-Sylowgruppe in SLg (3). Das ist gleichbedeutend damit, dass

Qs ein Normalteiler ist, was im Folgenden gezeigt werden soll.

Um zu sehen, dass Qg ein Normalteiler ist, zeigen wir, dass Qg \ ZS Lo (3) eine disjunkte
Vereinigung von Konjugationsklassen ist. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die
Spur einer Matrix invariant gegeniiber Konjugation ist. Das Urbild einer Zahl unter der
Spurabbildung ist demnach eine disjunkte Vereinigung von Konjugationsklassen. Wir
zeigen, dass Qg \ ZSLs (3) = tr~10 ein Urbild unter der Spurabbildung ist.

Sei also ¢ € SLg (3) mit tr ¢ = 0. Dann gilt ¢ = (§ ), a,b,¢ € Zs und aus detp = 1
folgt

—a? —be=1<+<=a%>=—-1—be
Fiir a = £1 folgt durch elementares Rechnen in Zs schlieflich bc = 1 und somit b = ¢ =
+1. Insgesamt also ¢ = (ﬁ ill) oder p = (111 ﬂ ) Fiir a = 0 folgt hingegen bc = —1 und
somit b = —c = +1, was wiederum ¢ = =+ ( % §) impliziert. Mithin ist Qs \ ZSLy (3) =
tr~10 und da das Zentrum ein Normalteiler ist, ist auch Qs = ZSLy (3) U tr=10 ein

Normalteiler.

Die Argumentation iiber die Spurabbildung kann umgangen werden, indem man die kano-
nische Abbildung SLy (3) — PSLs (3) betrachtet und den Isomorphismus PSLs (3) ~ Ay
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ausnutzt. Da die Kleinschen Vierergruppe Dy isomorph zum einzigen nicht trivialen, ech-
ten Normalteiler in Ay ~ PSLs (3) ist und ihr kanonisches Urbild in SLs (3) die Ordnung
8 hat ist Qg ein Normalteiler. W&hlt man ein Element g € SLy (3) der Ordnung 3, so

haben wir ein semidirektes Produkt

Qs (g9) =SL2(3) = Qg x Cs

und Qg ist ein normales 3-Komplement. Da jeder Automorphismus der Ordnung 3 auf Qg
die 4-elementigen Untergruppen zyklisch durchpermutiert, und keine Auswahl von deren
Erzeugern (v, k,f) € {£i} x {£j} x {£k} ausgezeichnet ist, sind alle Operationen von Cj
auf Qg dquivalent und fithren auf ein zu SLs (3) isomorphes semidirektes Produkt. Aus

der semidirekten Zerlegung SLo (3) &~ Qg x C3 schliefsen wir fiir die projektive Gruppe

SLs (3)
(—e)

Hier gilt die dhnliche Situation, dass alle nicht trivialen Operationen C5 — AutD, die

~ PSLQ (3) ~ A4 ~ D4 X Cg.

vier Involutionen zyklisch durchtauschen und ein zu A4 isomorphes semidirektes Produkt

definieren. Wir erhalten teilweise als direkte Folgerung

Satz 3.4. Ein echt semidirektes Produkt Qg x C3 ist stets isomorph zu SLo (3). Ein echt
semidirektes Produkt Dy x C3 ist stets isomorph zu PSLy (3) ~ Ay. Die SLo (3) wird von

den Elementen der Ordnung 3 erzeugt.

Beweis. Wir miissen nur noch die letzte Aussage zeigen. Dazu betrachten wir die natiir-
liche Matrizendarstellung von SLs (3) iiber Zs. Die beiden Matrizen ({ 1), (19) haben
die Ordnung 3 und es gilt

(BHAD* =D =GH=(3"2).

Mithin ist also das Element —e im Erzeugnis der Elemente von Ordnung 3. Da die A4
von den Dreizykeln erzeugt wird, folgt aus PSLs (3) = Sf%g’) ~ Ay, dass auch SLs (3)
von den Elementen der Ordnung 3 erzeugt wird. O

Die Erkenntnisse iiber die Quaternionengruppe in SLs (3) erweisen sich im folgenden
Hilfssatz als niitzlich. Wir betrachten die sehr spezielle Lage der Dinge, dass eine zu
SLy (3) isomorphe Gruppe auf einem Vektorraum V' linear operiert. Dabei soll sich der

mit (51 _01) assoziierte Automorphismus genauso verhalten, wie die Matrix (Bl _01) auf
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dem zweidimensionalen Vektorraum Zs x Zs iiber dem Koérper Zs. Weiterhin sollen die

Elemente der Ordnung 3 fixpunktfrei sein.

Satz 3.5. Sei V ein K-Vektorraum, G ~ SLy (3), Z = ZG, Q < G die Quaternionen-
gruppe in G und G — AutV derart, dass fir das eindeutige z € Z \ {e}

20 = —UV = —ev YveV

gilt und jedes Element der Ordnung 3 fizpunktfrei operiert. Ist dann g € G mit Ordnung
3und h € Q\ Z derart, dass gh ebenfalls Ordnung 3 hat, so gelten:

1. (b k%) = Q
2. g(h+e)=h9—e und 29 =(h? —e) (e —h) in EndV.
3. Ist charK =2, so gilt Cy (h) = Cy (h9) = Cy (Q) .

4. Ist charK # 2, so ist jeder Q-invariante Unterraum bereits G-invariant.

Beweis.

1. Da h9 von Ordnung 4 ist folgt h9 € Q. Wegen Satz [3.3| geniigt es h9 ¢ (h) zu zeigen,
was mit g ¢ Ng (h) gleichbedeutend ist. Das kanonische Bild hZ in PSLy (3) =~ A4
ist von Ordnung 2 aber ¢gZ von Ordnung 3. Aus g € N¢ (h) folgt dann mit

9Z(hyZg ' Z =g(hyg ' Z=(h)Z

ein Widerspruch, da nach Korollar in der A4 keine Untergruppen der Ordnung

2 von einem Element der Ordnung 3 normalisiert werden. Also schlielen wir

9¢Na(h) = w¢h) = hh)=Q.

2. Die folgenden Gleichungen sind stets im Endomorphismenring des Vektorraums V'

zu interpretieren. Da g von Ordnung 3 ist, folgt zunéchst die Beziehung
(e+g+g2) (g—e)=g+g*+e—e—g—g>=0.

Da g aber als fixpunktfrei angenommen wurde, kann (g — e) invertiert werden und
es folgt
e+g+g°=0. (1)
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Da laut Annahme gh ebenfalls Ordnung 3 hat und fixpunktfrei ist, folgt analog
e+ gh + ghgh = 0. (2)

Aus Gleichung folgt mit der Ordnungvon g schlieflich g?> = — (e +g) = g~ L.
Multiplizieren wir Gleichung von links mit g, so erhalten wir

g+ g*h+g*hgh=g— (e +g)h+g *hgh =g —h—gh+h'h =0
und somit folgt
g—gh=h—h'h <= g(e—h)=(e—h9)h. (3)

Aus Satz kann h? = —e gefolgert werden. Multipliziert man die rechte Gleichung
von nun rechts mit A, erhilt man daher

g(h+e)=hi—e. (4)
Multipliziert man nun noch mit (e — h) von rechts, erhilt man zuletzt
g(h+e)(e—h)=29g=(h?—¢)(e—h). (5)

Mit der Gleichungen und ist die zweite Aussage bewiesen.

. Fiir die dritte Aussage sei charK = 2 und v € Cyh ein Fixpunkt von h. Wegen
1 = —1 lautet dann die Fixpunktgleichung

hv=v=—-v <= hv+v=(h+e)v=0.
Durch Verkettung mit g in Verbindung mit Gleichung erhalten wir
gh+e)v=0 = (W —-e)v=0

und somit v € Cy (h9). Wegen @ = (h,h9) folgt somit auch v € CyQ und die

dritte Behauptung ist bewiesen.

. Ist hingegen charK # 2, so kann man in Gleichung (5) durch 2 dividieren und
folgern, dass
1
g=5 (W —c)(c~h)

gilt. Da G = @ (g) ein semidirektes Produkt ist, und g im Endomorphismen-
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ring EndV als Polynom von Elementen aus @) geschrieben werden kann, sind Q-

invariante Unterrdume auch g-invariant und damit G-invariant.

3.4 Eine spezielle perfekte Gruppen &

Eine weitere Aussage, die Zassenhaus in [2] gemacht hat, betrifft perfekte Gruppen welche
die pg-Bedingung erfiillen. Perfekte Frobeniuskomplemente gehdren nach Korollar
gewiss dazu. Ist G eine solche Gruppe, so gibt Zassenhaus den Isomorphietyp als G =~
SLy (F,,) mit einer Fermatschen Primzahl F;, > 5 an. Die Fermatsche Zahlen sind gegeben
durch

F, =22 —1 mit neN.

Waihrend die ersten fiinf Fermatschen Zahlen
{F1,...,F5} ={3,5,17,257,65537}

Primzahlen sind, vermutet man, dass fiir n > 5 keine Primzahlen mehr auftreten. Falls
diese Vermutung zutrifft, sind bereits hierdurch die Isomorphietypen perfekte Gruppen
mit pg-Bedingung auf 4 Fille begrenzt. Nach Satz sind die 2-Sylowgruppen in allen
Fillen verallgemeinerte Quaternionengruppen. Im Folgenden soll ein dhnliches, empfind-

lich gedndertes Szenario betrachtet werden.

Wie in der Beweisskizze angekiindigt, werden wir in diesem Unterabschnitt nun Gruppen
untersucht, welche zumindest einige Eigenschaften perfekter Frobeniuskomplemente be-
sitzt. Die pg-Eigenschaft wird auf ungerade Primzahlen eingeschrinkt und im Gegenzug
wird iiber die 2-Sylowgruppen eine zusétzliche Annahme gemacht. Bis auf weiteres sei &

eine Gruppe mit den folgenden drei Eigenschaften:
1. & ist eine perfekte Gruppe.
2. Die 2-Sylowgruppen von & sind zyklisch oder Diedergruppen.

3. Untergruppen von & mit Ordnung pq fiir zweie ungerade Primzahlen p und ¢ sind

zyklisch.

Das SLy (5)-Theorem vorausgreifend sehen wir, dass eine Gruppe mit den genannten drei
Eigenschaften niemals ein perfektes Frobeniuskomplement ist, sonst wire & ~ SLs (5)
und die 2-Sylowgruppen verallgemeinerte Quaternionengruppen, im Widerspruch zur

zweiten Eigenschaft. Allerdings wird eine Gruppe mit den genannten Eigenschaften als
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Faktorgruppe G eines perfekten Frobeniuskomplementes G in Erscheinung treten, hier-
durch wird die Behandlung motiviert. Die dritte Eigenschaft nennen wir die “einge-

schrankte pg-Bedingung”. Hierbei ist der Fall p = g zugelassen.

Lemma 3.1. Sei p ein ungerader Primteiler der Ordnung von &. Dann sind alle p-

Untergruppen von & zyklisch. Insbesondere sind die p -Sylowgruppen zyklisch.

Beweis. Wir betrachten zuvor den Sonderfall, abelschen p-Untergruppen. Sei also P
zunichst eine abelsche p-Untergruppe von &. Im Fall, dass die Ordnung von P gleich p ist,
folgt sofort P ~ C),. Ist die Ordnung hingegen grofer oder gleich p? und P nicht zyklisch,
so kénnen wir gemaf dem Klassifikationsatz endliche erzeugter, abelscher Gruppen in
P eine elementar abelsche Untergruppe isomorph zu C), x C), finden. Da das jedoch
einen Widerspruch zur eingeschrinkten pg-Bedingung darstellt, muss P doch zyklisch
sein. Es sind also alle abelschen p-Gruppen in & zyklisch. Insbesondere sind dann auch
alle abelschen Untergruppen einer beliebigen p-Untergruppen zyklisch. Aus Korollar

kénnen wir nun folgern, dass bereits alle p-Untergruppen zyklisch sind. O

Zu einem ungeraden Primteiler p der Ordnung von & wollen wir p’-Automorphismen
der p-Untergruppen hinsichtlich des Auftretens nicht trivialer Fixpunkte ndher untersu-
chen. Da wir nun nach Lemma wissen, dass die p-Untergruppen von & zyklisch sind,
fiihrt uns die Untersuchung der Automorphismen zu zahlentheoretischen Uberlegungen

in einem Restklassenring Z,» mit n € N.

Im allgemein Fall ist die Automorphismengruppe einer zyklischen Gruppe Cy ~ Z, mit
q € N isomorph zur multiplikativen Gruppe Z;, die durch Multiplikation auf Z, ope-
riert. Die Ordnung der Automorphismengruppe ldsst sich mit der Eulerschen Phifunktion

angeben und ist

w(g)=Hre{l,....q} | ggT (v,q) = 1}| = |Z|.

Nach dem Satz von Gauss {iber die Existenz von Primitivwurzeln, also Erzeugern der

X
q>

q gleich 1, 2, 4, p™ oder 2p™ mit n € N und einer ungeraden Primzahl p ist. Insbesondere

multiplikativen Gruppe Z., ist die Automorphismengruppe genau dann zyklisch, wenn

haben also die p-Untergruppen von & jeweils zyklische Automorphismengruppen. Fiir

ungerade Primpotenzen p” und dementsprechende Einheitengruppen ergibt die Eulersche

Phi Funktion gerade die Ordnung

Z5 | = (@) =p"""(p—1).
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Ein p’-Automorphismus von Cpn & Zy» entspricht daher einem Element a € Z;n, dessen
multiplikative Ordnung teilerfremd zu p ist. Wegen der Ordnung der multiplikativen
Gruppe ‘Z;n‘ = p" ! (p — 1) ist die Ordnung von @ dann ein Teiler von p— 1 und es folgt

a? ' = 1mod p"
= a’? = amodp"
= @ = amod p’

fiir alle natiirlichen ¢ < n. Hat nun der assoziierte Automorphismus = — ax einen nicht
trivialen Fixpunkt, so ist dies gleichbedeutend damit, dass a — 1 ein Nullteiler ist. Wir
wollen zeigen, dass dann @ = 1 mod p" gilt. Mit anderen Worten, ein p’-Automorphismus
von Zpn ist entweder fixpunktfrei oder trivial. Sei daher nun @ — 1 ein Nullteiler, also

a —1=mp® mit k € N und m teilerfremd zu p. Im Fall n < k folgt dann sofort
a=1+mp¥=1 mod p"

und a entspricht der Identitiit. Ist hingegen k < n so folgt aus a? = a mod p’ fiir
¢ =k+1<n die Kongruenz

p
a=1 +mpk = (1 +mpk)p = E <p>m”pk” =1 mod pk+1
v

v=0

k+1

und schlieflich mit mp* = 0 mod p ein Widerspruch, da m teilerfremd zu p ist. Als

Folgerung erhalten wir

Lemma 3.2. Seip eine ungerade Primzahl und P eine zyklische p-Gruppe. Dann gelten
folgende Aussagen:

1. Ein p'-Automorphismus o von P ist entweder fizpunktfrei oder trivial. Insbesondere

ist « bereits trivial, folls es auf einer nicht trivialen Untergruppe trivial ist.

2. Fiir eine p'-Gruppe Q mit einer Operation Q — AutP gilt entweder CpQ = P oder
CpQ = e. Die Operation ist also entweder trivial oder Q) besitzt keine nichi-trivialen

Fizpunkte.
Beweis. Die erste Aussagen ist bereits bewiesen. Fiir die zweite Aussage sei x € Cp(Q

mit x # e. Dann besitzen alle ¢ € @) einen nicht trivialen Fixpunkt und operieren nach

der vorangegangenen Uberlegung trivial auf P. O
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Lemma 3.3. Seip eine ungerade Primzahl und P ~ (x) =~ Cpn eine zyklische p-Gruppe.
Dann gibt es genau eine nicht triviale Involution o € AutP und P wird von « invertiert,

d.h. ax = 2~ fiir alle x € P.

Beweis. Die Ordnung der Automorphismengruppe AutP ist gerade ¢ (p*) = p™ ! (p — 1).
Da p ungerade ist, muss p—1 gerade sein und somit existiert mindestens eine nicht triviale
Involution o € AutP. Da AutP =~ Z;n zyklisch ist, gibt es genau eine Zweielementige Un-

tergruppe von AutP und demnach ist die Involution einzig in AutP. Mit ax = 2™ # =,

m € N folgt dann aus o’z = 2™ = 7 die Kongruenz m? = 1 mod p". Da aber —1
die einzige Involution in Z;n ist, folgt damit m = —1 mod p" und P wird von « inver-
tiert. 0

Die beiden Lemmata setzen wir nun ein, um fiir ungerade Primteiler p der Ordnung

von & die p-Sylowgruppen &, zu untersuchen. Da nach Lemma alle Sylowgruppen

zyklisch sind, ist &, < Cs®, und daher @ = gzgz eine p’-Gruppe, deren Operation
durch Konjugation auf &, den Voraussetzungen von Lemma entspricht. Wir wollen

zeigen, dass () stets eine nicht triviale 2-Gruppe ist.

Lemma 3.4. Seip ein ungerader Primteiler der Ordnung von & und P eine p-Sylowgruppe

von &. Dann ist ]gzg eine nicht triviale 2-Gruppe und jede p-Gruppe in & wird durch

Konjugation mit einem geeigneten Element invertiert.

Ng P
CsP

lution. Nach Lemma ist diese Involution eindeutig und invertiert P. Ein geeigneter

Beweis. Ist eine nicht triviale 2-Gruppe, so gibt es darin eine nicht triviale Invo-

Représentant aus dem kanonischen Urbild der Involution invertiert mit P natiirlich auch
alle Untergruppen von P durch Konjugation. Da jede p-Gruppe in einer Sylowgruppe

enthalten ist, bleibt zu zeigen, dass die Faktorgruppe gig eine nicht triviale 2-Gruppe

ist.

NgP
CeP
sei trivial und demnach Cg P = Ng P. Da P nach Lemma [3.1] kommutativ ist, haben wir
dann P < ZCgP = ZN P und nach Satz[2.3] gibt es dann ein normales p-Komplement
N <& mit & = NP ~ N x P. Als Konsequenz haben wir dann eine nicht triviale,
zyklische Faktorgruppe % ~ P. Das widerspricht der Perfektheit von & und wir kénnen

daher ggg # e schliefsen.

Zunéchst zeigen wir die Nichttrivialitat. Wir argumentieren indirekt, nehmen also an

Nach Lemma ist P ~ Cp» mit n € N und die Ordnung der Automorphismengruppe
AutP ist gerade ¢ (p") = p" ! (p — 1). Als kommutative Gruppe ist P < Cg P und daher
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teilt die Ordnung von ggg — AutP die gerade Zahl p— 1. Ein Primteiler ¢ der Ordnung

von gzi ist dann ebenfalls ein Teiler von p— 1 und somit echt kleiner als p. Insbesondere

folgt in den Féllen p = 3 und p = 5 sofort ¢ = 2. Die Argumentation verlduft nun
induktiv. Sei also p eine Primzahl grofer oder gleich 5 und gelte die Aussage fiir jede
ungerade Primzahlen kleiner als p.

Der Induktionsschluss erfolgt indirekt. Wir nehmen also an, ¢ sei ein ungerader Prim-

teiler von gz;. Dann ist ¢ insbesondere ein Teiler der Ordnung von NgP und jede

g-Sylowgruppe ) von NgP ist nach Lemma eine zyklisch p-Gruppe, die durch
Konjugation auf P operiert. Den Kern der Operation Q — AutP bezeichnen wir mit
K = CgP. Die komplizierte Lage der betrachteten Untergruppen ist auszugsweise im
folgenden Diagramm verzeichnet. Am Ende eines Pfeils steht darin eine Untergruppe
der am Pfeilanfang stehenden Gruppen. Alle kommenden Schliisse konnen im Diagramm
nachvollzogen werden. Bis auf wenige Ausnahmen sind alle Inklusionen im Diagramm

sofort einsichtig.

Ne@ NeP Ne K
C@Q/NNQJ:PQ CeP Nng P K Ce K
I >
CNLQ Cne PK 7CeP
\
MQ
\

e

Da 21 P charakteristisch in P ist, haben wir eine Operation @ — Aut{); P und damit
auch eine Operation der Untergruppe 21Q — Auty P jeweils durch Konjugation. Insbe-
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sondere ist 1@ im Normalisator von €4 P, daher kommutieren die Untergruppen 21 P
und Q1 P, so dass deren Komplexprodukt wieder eine Untergruppe bildet. Wegen der

eingeschrankten pg-Bedingung ist die so gewonnene Untergruppe
QlQ-fhP:QlP-QlQ S & mit ‘Qnglp‘ = pq

zyklisch und folglich operiert £, Q trivial auf £2; P. Nach Lemma 3.2 operiert €2;Q) damit
auch trivial auf P. Insbesondere ist dann 21Q < CoP = K < () und somit K nicht

trivial.

Als ¢-Gruppe wird K per Induktionsannahme durch Konjugation mit einem Element
g € Ng K invertiert. Da alle Elemente aus K mit den Elementen aus P kommutieren, ist

P umgekehrt eine Sylowgruppe in Cg K. Es gilt also
P=(CsK),<CeK INgK
und mit dem Frattinischluss folgt daraus die Zerlegung
NngrxP - CsK = NgK.

Damit erhalten wir fiir g ebenfalls eine Zerlegung als Produkt g = nh mit n € Ny, x P
und h € CgK. Da h trivial auf K operiert, wird K bereits von n invertiert und P von n
normalisiert. Aus K < @ < NgP folgt wegen der Kommutativitidt von @ schlieklich

Q < OngpK I NNypK < NgP

und @ ist demnach eine Sylowgruppe von Cx,, pK. Abermals mit einem Frattiniargument

erhalten wir dann
NNyyrK®@ - ONgPE = Ny P K
mit
NNNﬁPKQ = NgQ@ N NN@PK =NgQ@ "NgK NNgP.
Daher gibt es eine Zerlegung n = ab mit a € Ng@Q N NgK N NgP und b € Cn,pK.
Nun operiert b trivial auf K und wir schliefen daraus, dass K bereits von a invertiert
wird. Wegen K < @ ist die Konjugation mit « ist damit aber auch ein nicht trivia-

ler Automorphismus der Ordnung 2 auf ). Nach Lemma [3.3] wird demnach @ von a

invertiert.

Sei nun « € @ ein Erzeuger der zyklischen Gruppe Q. Da ¢ nicht von 2 geteilt wird, ist
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das Element 272 ebenfalls ein Erzeuger von Q und wir erhalten

NeP,NgP| > ([a,2]) = (aza™'271) = (27%) = (z) = Q.

Da AutP zyklisch ist, folgt insbesondere die Kommutativitit von (D)E]; — AutP. Da eine
Faktorgruppe genau dann kommutativ ist, wenn die Kommutatorgruppe im zugehé&rigen

Normalteiler enthalten ist, folgt somit
Q <[NgP,NgP] < CgP.

Da aber @ eine Sylowgruppe in NgP ist, folgt aus Q@ < CgP, dass ¢ teilerfremd zur

Ordnung von NeP ist. Da g als von 2 verschiedener Primteiler von ~eL
CsP CsP

ist das ein Widerspruch. Folglich ist jeder Primteiler mit 2 identisch und

gewahlt wurde,

NgP
CsP

eine 2-Gruppe. O

demnach

Mit der Ordnung von gzg ist auch |NgP| und schlieflich die Ordnung von & durch 2

teilbar. Wir halten somit als Folgerung fest

Korollar 3.8. Die Ordnung von & ist gerade, die 2-Sylowgruppen sind daher nicht trivial

und es gibt mindestens eine nicht triviale Involution in &.

Wir wenden uns nun einer ndheren Untersuchung der 2-Sylowgruppen in & zu und kon-
nen sogar den Isomorphietyp bestimmen. Eng verwoben damit sind Aussagen iiber die

Involutionen in @.

Lemma 3.5. Fir jede 2-Sylowgruppe B2 von & gilt CpBo < Bo.

Beweis. Der Schluss erfolgt indirekt, wir nehmen also an, es gibe ein x € Cg®2\ &2 und

unterscheiden 2 Fille.

Fall1. Ist © € Ce®2 von gerader Ordnung, so kénnen wir eine 2-Element y € (x)
wihlen. Dann hétten wir jedoch mit (y) &2 eine 2-Gruppe, die echt grofer ist

als die Sylowgruppe &2, was nicht sein kann.

Fall 2. Ist hingegen z € Ce®2 von ungerader Ordnung, so kénnen y € (z) von unge-
rader Primzahlordnung p auswéhlen und haben mit (y) eine p-Gruppe. Wegen
der Inklusionen &9 < Cg (z) < Cg (y) ist aber die héchste Zweierpotenz der
Ordnung von & bereits in der Ordnung von Cg (y) enthalten, weshalb gziéz;

eine ungerade Ordnung hat. Dann gibt es aber kein Involution, die (y) durch

Konjugation invertiert, was wiederum Lemma widerspricht.
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Den folgenden Hilfssatz von Thompson bendtigen wir, um zu zeigen, dass alle Involutio-

nen in & einer einzigen Konjugationsklasse angehoren.

Lemma 3.6. Sei G eine Gruppe von gerader Ordnung, die keine Normalteiler vom Index
2 besitzt. Sei weiterhin H eine mazimale echte Untergruppe einer 2-Sylowgruppe von G.
Dann ist jede Involution konjugiert zu einem Element von H. Alle Konjugationsklassen

von Involutionen schneiden H.

Beweis. Suzuki [12], S. 127, (1.8). O

Lemma 3.7. Es ¢ibt nur eine Konjugationsklasse von Involutionen in &, alle Involu-
tionen sind konjugiert zu einem Element in einer maximalen echten Untergruppe einer

2-Sylowgruppe von &.

Beweis. Da eine Faktorgruppe genau dann kommutativ ist, wenn der entsprechende Nor-
malteiler die Kommutatorgruppe enthilt, besitzt & wegen der Perfektheit keine nicht tri-
vialen, abelschen Faktorgruppen. Insbesondere besitzt & dann keine Untergruppen vom
Index 2. Da wir wissen, dass die Ordnung von & gerade ist, ldsst sich Lemma [3.6] anwen-
den. Laut Annahme ist eine 2-Sylowgruppen & zyklisch oder Diedergruppe. In beiden
Fillen finden wir darin eine maximale Untergruppen H vom Index [&9 : H| = 2. Diese
ist {iberdies zyklisch, daher gibt es in H genau eine nicht triviale Involution. Lemma [3.6
besagt nun gerade, dass alle Involutionen in & zur nédmlichen konjugiert sind. Daher kann

es auch nur eine einzige Konjugationsklasse von Involutionen geben. O

Laut Annahme sind alle 2-Sylowgruppen in & zyklisch oder Diedergruppen. Wir zeigen
nun, das der Fall einer zyklischen Sylowgruppe 5 nicht eintritt.

Lemma 3.8. Die 2-Sylowgruppen G, von & sind stets Diedergruppen mit |Go| > 4.
Insbesondere gibt es in Go eine Kleinsche Vierergruppe und damit drei voneinander ver-

schiedene Involutionen.

Beweis. Nach Korollar hat & gerade Ordnung und die 2-Sylowgruppen sind daher
nicht trivial. Wir nehmen nun an, dass &5 zyklisch ist von Ordnung 2. Dann ist Aut®,
ebenfalls eine 2-Gruppe der Ordnung ¢ (27) = 2" ! und es gilt By < ZO Gz < Cg®o.
Folglich ist die Faktorgruppe % — Aut®, von ungerader Ordnung und somit trivial.

Wir haben also Ng®o = Cg®o und schlieffen daraus B9 < ZC5®o = ZN Bo. Nach Satz
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besitzt & dann ein normales 2-Komplement N < & und eine semidirekte Zerlegung
B = NGy ~ N x By. Daraus folgt jedoch die Existenz einer zyklischen Faktorgruppe
% ~ By, was der Perfektheit von & widerspricht. Mithin schliefen wir indirekt, dass o
eine Diedergruppe mit einer Ordnung grofer oder gleich 4 ist. Insbesondere gibt es in ®9

eine Vierergruppe und somit drei voneinander verschiedene Involutionen. ]

Lemma 3.9. Fir das Zentrum gilt Z& = 0. = e. Insbesondere gibt es keine zentrale

Involution in &.

Bewetis. Wir nehmen an Z® # e und zeigen, dass dann die Ordnung von Z® eine Zwei-
erpotenz ist. Wire die Ordnung von Z® ungerade, so gibe es ein Element g € Z® von
ungerader Primzahlordnung. Dann folgt aber Cg (9) = Ng (g) = & und somit ist g;’jgi
trivial im Widerspruch zu Lemma Also ist Z® eine 2-Gruppe und wegen der Kon-

jugationsinvarianz in allen Sylowgruppen &9 enthalten, priziser Z® < Z®s < B,. Falls

Z® nicht trivial ist, enthélt es eine nicht triviale, zentrale Involution. Da nach Lemma
[3.7] alle Involutionen in & konjugiert sind, das Zentrum aber konjugationsinvariant ist,
gabe es dann nur eine einzige Involution in ganz 6. Das ist ein Widerspruch, da wir nach
Lemma in &9 bereits eine Vierergruppe und damit drei voneinander verschiedene

Involutionen ausgemacht haben. Es folgt also 26 = e.

Nun betrachten wir den grofiten 2-Normalteiler O2®. Dieser ist als Untergruppe einer
Diedergruppe &, entweder zyklisch oder wieder eine Diedergruppe. Nach Korollar
iiber Diedergruppen sind Os® und AutO2® in jedem Fall auflosbar. Daraus folgt aber

auch die Auflosbarkeit von

NeO:6  ©

_ AutO.8.
Ce0,6  Ca0,0 1 1ut020

Da & als perfekte Gruppen jedoch keine nicht trivialen, auflésbaren Faktorgruppen be-
sitzen darf, folgt CO2® = & und somit ist O2® kommutativ mit Os® <7Z& =e. [

Lemma 3.10. Sei A eine Kleinsche Vierergruppe in etner Sylowgruppe Bo. Dann ist die

Ordnung von gzﬁ durch 3 teilbar. Insbesondere ist Ng A nicht trivial.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass Ng A durch Konjugation transitiv auf den drei Involu-
tionen in A% operiert. Da A" genau 3 Elemente enthilt, ist der Index eines Stabilisators

dann gerade 3 und da CgA in jedem Stabilisator enthalten ist, teilt 3 die Ordnung von

Ng A

. Wir unterscheiden zwei Fille.
CoA
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Foll 1. Sei A = 65. Da A kommutativ ist, bildet jede Involution eine normale Teil-
menge in A. Da es nach Lemma [3.7] aber nur eine Konjugationsklasse von
Involutionen in & gibt, sind alle Elemente von A% in & konjugiert. Aus Satz
folgt dann aber, dass sie bereits in Ng®s konjugiert sind. Also operiert
Ne®; transitiv auf A# = &7

Fall2. Sei A # &5 und A" = {a,b,c}. Wir miissen zeigen, dass es ein € NgA gibt
mit a® = b. Nach Korollar ist eine der drei Involutionen gerade die in &9
zentrale Involution z € {a,b,c} mit (2) = Z&y < A. Wieder nach Lemma
gibt es ein g € & mit 29 = c. Es gilt also ¢ € (Z62)? = ZG3 und somit ist &
eine 2-Sylowgruppe von Cg (c). Als 2-Gruppe ist A < Cg (c) ebenfalls in einer
Sylowgruppe von Cg (c) enthalten, daher gibt es h € Cg (¢) mit A < @gh und
29" = ¢ = ¢. Da die Vierergruppen maximale, echte, abelsche Untergruppe

der Diedergruppen sind, folgt
h

und folglich wird ¢ von N@gA zentralisiert und erzeugt als zentrale Involution
das Zentrum (c) = Z@gh. Nach Korollar gibt ein z € Nyon A < NgA mit
2

a® = b, was zu zeigen war.

O

Wir betrachten nun eine zweielementige Untergruppe F' des Zentrums Z®s. Wir wollen
dabei nocheinmal auf die Fallunterscheidung im obigen Beweis eingehen. Je nach dem,
ob By = D4 oder By % Dy gilt, ist B4 eine abelsche Gruppe oder nicht. Fiir 9 =~ Dy
haben wir Z&, ~ &5 und somit drei voneinander verschiedene Involutionen im Zen-
trum. Folglich haben wir drei Méglichkeiten, eine zweielementige Untergruppe F' < Z®o
zu wihlen. Gilt hingegen &9 % Dy, so ist bereits F' = Z®9 =~ C5. Unter Beriicksichti-
gung beider Fille betrachten nun den Zentralisator Cg F' mit dem Ziel, eine semidirekten
Produktdarstellung
Csl'=0CgF - &3 =~ OCsF x &,

zu beweisen. Hierfiir bendtigen wir das néchste

Lemma 3.11. Sei F' < Z&, von Ordnung 2 und R = O*>CgsF der von den 2'-Elementen
aus CgF' erzeugte Normalteiler. Dann ist R ebenfalls eine 2'-Gruppe und daher ein nor-

males 2-Komplement von CgF'.
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Beweis. Da R von den Elementen ungerader Ordnung aus CgF' erzeugt wird, muss auch

jede Faktorgruppe von R durch Elemente ungerader Ordnung erzeugt werden. Insbeson-
dere besitzt R keinen Normalteiler N <1 R mit Index [R : N| = 2. Wir nehmen nun an, die

Ordnung von R wire gerade und erzeugen daraus einen Widerspruch. Sei dazu Ry < R

eine Sylowgruppe. Diese ist unter der Annahme nicht trivial und als 2-Gruppe in einer

2-Sylowgruppe von & enthalten. Somit ist Ry entweder zyklisch oder eine Diedergruppe.

Wir betrachten beide Félle separat.

Fall 1.

Fall 2.

Sei zunéchst Ry zyklisch. Dann ist Aut R ebenfalls eine 2-Gruppe und da wegen
Ry < ZCRrRy < CrRy die Faktorgruppe gg% — AutRs ungerader Ordnung
hat, ist sie trivial und somit NgrRy = CrRsy. Wir schlielsen also Ry < ZCrRo =
ZN rR5 und nach Satz besitzt R dann ein normales 2-Komplement S <1 R

mit

RZSRQR’./SNRQ.

Da Ry zyklisch ist, kdnnen wir den eindeutige Normalteiler T <1 Ry mit Index
[Ry : T] = 2 betrachten. Dann haben wir mit

N=ST~SxT<S8xRy~R

eine Untergruppe vom Index [R: N| = 2 und somit einen Widerspruch.

Sei nun nun Ry ~ (x) x (y) eine Diedergruppe. Dann enthilt Ry mindestens drei
voneinander verschiedene Involutionen und (x) ist eine maximale echte Unter-
gruppe der Sylowgruppe Ro, die jedoch nur eine Involution enthélt. Nach Lem-
ma 3.6l wird (z) von jeder Konjugationsklasse der Involutionen in R geschnitten.
Da aber (z) nur eine einzige Involution enthélt sind bereits alle Involutionen in

R durch Konjugation mit Elementen aus R konjugiert.

Da R = O?CgF ein Normalteiler in CgF ist, sind alle Konjugierten RY mit
g € Cg " wieder in R enthalten. Wegen &9 < CsF und Re < R < CgF gibt
es demnach ein g € CgF' derart, R < &, respektive R = RN &,. Da jede
Vierergruppe in 2 das Zentrum Z®, enthélt, ist insbesondere F' < Rj < R.
Da F von R zentralisiert wird, und in R alle Involutionen konjugiert sind,
besitzt R nur eine einzige Involution. Das steht im Widerspruch zu den drei

voneinander verschiedenen Involutionen in Rs.

O]

Wir kénnen nun die Zerlegung des Zentralisators CgF' in ein semidirektes Produkt be-
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weisen, in der &, ein normale 2-Komplement vervollstédndigt.

Lemma 3.12. Sei F' < Z®5 von Ordnung 2. Dann gilt
C@F = OC@F (‘52 ~ OC@F bl 62.

Beweis. Wir betrachten wieder den Normalteiler R = O?CgF. Nach dem eben bewie-
senen Lemma ist R von ungerader Ordnung. Daher ist R insbesondere im grofiten
ungeraden Normalteiler OCg F' enthalten und RN &2 = e. Da aber R per Konstruktion
eine Zweierpotenz als Index in CgF besitzt und B9 < CgF eine Sylowgruppe ist, folgt
|R| |&2| > |RGBy| = |CeF|. Damit ist R = OCgF und CgF = OCgF - &,. O

Mit der semidirekten Zerlegung konnen wir sofort die Lage der Sylowgruppen ungerader

Ordnung von CgF eingrenzen.

Korollar 3.9. Sei F' < Z65 von Ordnung 2 und p eine ungerade Primzahl. Dann ist
jede p-Sylowgruppe L von CgF bereits in OCsF enthalten.

Beweis. Da die hochste |Cg F| teilende p-Potenz nach Lemma auch die Ordnung von
OCF teilt, ist eine p-Sylowgruppe L von OCgF' bereits eine Sylowgruppe von CgF'.
Da OCgF ein Normalteiler ist, sind alle Konjugierten LY mit g € CgF wieder in OCgF
enthalten. O

3.5 Die A, in & und & =~ A;

Wir beenden diesen Hauptabschnitt mit den beiden zentralen Aussagen iiber &. Hierfiir

benoétigen wir noch den folgenden

Satz 3.6. Sei S C P eine Menge von Primzahlen, G eine S-Gruppe und H < AutG
eine S’'-Automorphismengruppe von G. Sind dann H oder G auflosbar, so gilt fiir jeden

Primteiler p € S:

1. Es gibt eine H-invariante Sylowgruppe Gp < G.

2. Je zwei H-invariante Sylowgruppen in G sind zueinander konjugiert durch ein Ele-

ment aus CaH.

3. Jede H-invariante p-Gruppe in G ist in einer H-invarianten Sylowgruppe G, ent-
halten.
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4. Ist N ein H-invarianter Normalteiler von G, so gilt

CoH - N
T — CWH.

Beweis. Gorenstein [§], S. 224, Theorem 2.2 O

Damit kénnen wir nun die Existenz einer zu A4 isomorphen Untergruppe von & beweisen.

Satz 3.7. & besitzt eine Untergruppe isomorph zu Ay.

Beweis. Sei A eine Kleinsche Vierergruppe in 5. Wir unterscheiden beziiglich der Teiler
von |CgAl.

Fall 1.

Fall 2.

Sei CgA eine 3'-Gruppe. Nach Lemma ist eine 3-Sylowgruppe von NgA
stets nicht trivial. Sei daher D eine 3-Sylowgruppe von Ng A. Aus der Annahme

folgt dann
CpA=DnNCgA=c¢

und somit ist D =~ % — Aut A beziiglich der Operation durch Konjugation.
D
Wegen
AutA ~ AutDy ~ S3 =~ C3 x Cy

folgt D =~ C5. Mit CpA = e ist die Operation von D nicht trivial und da es bis
auf Aquivarianz nur eine nicht triviale operation von C3 auf Dy gibt, ist das
Produkt

AD 2 AXD~DyxC3~ Ay — &

eindeutig und echt semidirekt nach Satz [3.4]

Sei nun die Ordnung von CgA durch 3 teilbar und wieder F' < Z®y < A < &y
von Ordnung 2. Wegen CgA < Cg F ist die Ordnung von CgF dann ebenfalls
durch 3 teilbar.

Wire &9 = A, so folgte mit Lemma 3.5 die Inklusion Cg A = Ce®y < B9 = A.
Sie impliziert einen Widerspruch, da die Ordnung von Cg A als teilbar durch 3
angenommen wurde. Wir schliefsen also A # &9 und somit ist ' =7 < A <
B.

Wegen A < 65 < CgF sind A und &5 jeweils 2-Automorphismengruppe der 2’-
Gruppe OCgF. Da B9 auflosbar ist, gibt es nach Satz[3.6]1 eine ®o-invariante
und damit auch A-invariante 3-Sylowgruppe L von OCgF. Sei nun @ eine
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3-Sylowgruppe von CgA. Wir haben also folgenden Auszug aus dem Unter-

—

NgL CoF = OCsF - ®,

™~

gruppenverband.

(o)

-
P

62 C@A OC@F
A Q L
F =76,

Nach Lemma sind L und @ beide zyklisch. Wir wollen zeigen, dass L = Q
gilt, wenn man @) durch Konjugation in Cg A geeignet wahlt. Nach Lemma [3.12

haben wir eine Zerlegung von CgF' als semidirektes Produkt

Q < C@A < C@F = OC@F~(’52 ~ OC@F X 62,
Q<

und nach Korollar sind alle Sylowgruppen ungerader Ordnung von CgF
bereits in OCg F' enthalten. Somit ist auch Q < OCgF und wir kénnen zumin-
dest durch Konjugation mit einem Element g € OCgF erreichen, dass somit
Q9 < L enthalten ist.

Als Untergruppe des Zentralisators CgA wird @) von A zentralisiert, ist also
insbesondere A-invariante Untergruppe @ < OCgF. Nach Satz [3.6]3 ist @ in
einer A-invarianten 3-Sylowgruppe von OCgF enthalten. Aus [3.6]2 wissen wir
aber, dass alle A-invarianten Sylowgruppen bereits in OCgF konjugiert sind
durch Elemente Coc,rA = OCsFNCgA < CpA. Wir kénnen also g geeignet
finden, so dass g € CsA und Q9 < L gilt. Ohne Einschrankung kénnen und

wollen wir daher nun @) derart wihlen, dass Q) < L ist.

Wir erinnern uns, dass L als &a-invariant gewihlt wurde und zyklisch ist. Nach
Lemma gilt fiir die Operation A — AutL dann entweder Cp A = L oder
CrA =e. Wegen e # L < CpA folgt CpA = L und A zentralisiert L. Mithin
ist L in einer 3-Sylowgruppe von CgA enthalten. Da aber mit @ = (CgA),
bereits eine 3-Sylowgruppe in L enthalten ist, folgt somit L = Q.
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Aus der Bq-Invarianz von L folgt, dass B4 eine Sylowgruppe in Ng L ist. Wegen
L=Qist L <CgAund A < CgL. Da CgL normal in NgL ist, erhalten wir
daraus schliefilich <A®2> < CgL. Nach Lemma wird L durch Konjugation
mit einem Element aus h € NgL invertiert. Da h eine Involution ist, gibt es
nach Lemma|3.7ein zu h konjugiertes Element in &9, welches wegen &9 < Ng L
ebenfalls L invertiert. Nach Lemma gibt es eine Vierergruppe B < &,
die in &9 nicht zu A konjugiert mit G, = <A®2>B. Wegen <A®2> € CsL
muss L schlieRlich von B invertiert werden. Insbesondere wird L nicht von B

zentralisiert.

Wir fiihren die gesamte bisherige Argumentation des Beweises nun noch einmal
mit B an Stelle mit A durch. Falls OgB eine 3-Gruppe ist, konstruieren wir
analog zum ersten Fall eine Untergruppe isomorph zu Ay4. Verfolgen wir hinge-
gen den Fall, dass die Ordnung von CgB durch 3 teilbar ist, erhalten wir im
Widerspruch zum ersten Durchlauf des Beweises C;, B = L und A invertiert L,

womit wir fertig sind.

O

Um spéter noch einmal darauf verweisen zu koénnen, isolieren wir einige Aussagen aus

dem Beweis des zweiten Falls als

Korollar 3.10. Sei A < &y eine kleinsche Vierergruppe, die Ordnung des Zentralisators
CsA durch 3 teilbar, F' < 765 zweielementig und L eine Go-invariante 3-Sylowgruppe
von OCgF. Dann gelten:

1. A# B,.
2. L ist eine 3-Sylowgruppe von CgA.
3. Ist B < &4 eine Vierergruppe, die in Bo nicht zu A konjugiert ist, so wird L von
B invertiert.
Als letzte Vorbereitung, bevor wir den Beweis des SLa (5)-Theorems in Angriff nehmen
konnen, bendtigen wir das folgende hinreichende Kriterium, um & = As zu schliefen.
Lemma 3.13. Gibt es eine eine nicht triviale Involution x € & mit |Cg (x)| = 4, so

folgt & =~ As.

Beweis. Sei also € & eine nicht triviale Involution mit |Cg (x) = 4|. Da alle Involu-

tionen der selben Konjugationsklasse angehéren folgt aus Cg (29) = (Cg (x))? fiir alle
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g € &, dass sdmtliche nicht trivialen Involutionen einen Zentralisator der Ordnung 4
haben und x ist in einer geeigneten Sylowgruppe zentral mit F' = (x) folgt dann aus
Lemma
Ce () =CeF = OCsF -Gy = &y
—

fiir eine geeignete Sylowgruppe ®o. Aus Lemma schliefen wir daher Cg () = ®9 =
Dy und dass in & alle 2-Elemente bereits Involutionen sind. Ist ferner g € & von gerader
Ordnung |g| = 2q, so ist g eine Involutione und g € Cg (g?) ~ D4. Folglich ist g bereits
eine Involution und ¢ = 1. Insgesamt sind also alle Elemente in von gerader Ordnung

Involutionen.

Seien nun M < & eine maximale, abelsche Untergruppen von ungerader Ordnung und
b € M ein Element von Primzahlordnung. Dann haben wir M < Cg (b). Géibe es in
Cg (b) eine Involution 4, so hitten wir mit b € Cg (i) einen Widerspruch zu |Cg (i)| = 4.
Mithin ist Cg (b) von ungerader Ordnung. Nach Lemma wird b von einer Involution

z invertiert. Dariiber hinaus gilt

(C@ <b>)z =Cg <bz> =Cg <b71> =Cg <b> ,

weshalb Cg (b) von z normalisiert wird. Aus |Cg (2)| = 4 folgt wegen der ungeraden Ord-
nung von Cg (b) schlieslich Cg,py (2) = Cg (b) N Ce (2) = e. Somit ist die Konjugation
mit z ein fixpunktfreier, involutorischer Automorphismus von Cg (b). Nach Satz ist
Cg (b) somit eine abelsche Gruppe. Aus der Maximalitét von M folgt somit M = Cg (D).
Die Gruppe M ist also durch jedes ihrer Elemente von Primzahlordnung eindeutig fest-
gelegt. Insbesondere gilt M = CgM.

Haben wir nun eine weitere, von M verschiedene, maximale, abelsche Untergruppe N
von & mit ungerader Ordnung, so schliefen wir indirekt M N N = e. Wéare nédmlich der
Durchschnitt nicht leer, kénnten wir das zuvor gewihlte Element b daraus entnehmen
und somit M = Cg (b) = CgM = N schlieken. Mithin ist also b ¢ N und M NN =e.

Als Konsequenz ist jedes z € & von ungerader Ordnung in genau einer maximalen, abel-
schen Untergruppen ungerader Ordnung enthalten. Die Menge aller x € & von ungerader
Ordnung lasst sich somit durch ndmliche Untergruppen iiberdecken, bei einer minimalen
Uberlappung von e. Dem zufolge wird die Menge der Elemente ungerader Ordnung in
entsprechende “gelochte” Untergruppen partitioniert. Wir kénnen hiermit die Elemente

von & zidhlen.

Seien dazu My, ..., My < & Reprisentanten der Konjugationsklassen maximaler, abel-
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scher Untergruppen ungerader Ordnung. Da & transitiv auf den einzelnen Klassen ope-
18]
N M, |

riert, besitzt M, gerade verschiedene Konjugierte. Auf diese Weise zéhlen wir die

Elemente von & durch

k
o) o)
—1 M,|—1),
01 =14 [ (2] 22 o2ty M=)

wobei |Cf<‘x>| = % die Anzahl aller Elemente von gerader Ordnung ist, die nur aus der

einzigen Konjugationsklasse der Involutionen besteht, da wir festgestellt haben, dass alle

Elemente von gerader Ordnung Involutionen sind.

Wir betrachten nocheinmal die b invertierende und damit M normalisierende Involution

zZ.

Als endliche abelsche Gruppe ist M ein direktes Produkt zyklischer Gruppen. Wir kon-
nen also das Element b € M von Primzahlordnung aus jedem direkten Faktor Wéahlen.
Aus Cg (b) = M schliefien wir daher, dass eine M normalisierende Involution u wegen
M N Cg (u) = e auf keinem direkten Faktor von M trivial operiert. Nach Lemma
wissen wir, dass jeder nicht triviale, involutorische Automorphismus von M alle direkten
Faktoren und damit ganz M invertiert, insbesondere also fixpunktfrei ist. Desweiteren
kann M nicht von einer Kleinschen Vierergruppe normalisiert werden, da deren drei In-
volutionen alle als Inversenbildung wirken, aber das Produkt von je zweien nicht trivial
ist. Mit Ng (2) = Cg (2) = D4 folgt deshalb

NN@M <Z> = NgM N Ng <Z> = <Z> .

Ist nun y eine weitere M invertierende Involution, so wird M von yz zentralisiert. Das
bedeutet yz = yz~! € CeM = M und somit y € Mz. Ist umgekehrt y = nz € Mz und
m € M, so folgt y*> = e und

ymy_l =nzmz 'n "t =nm Int=mh

Folglich ist besteht die Nebenklasse Mz gerade aus allen M invertierenden Involutio-
nen. Wir betrachten nun die Untergruppe M (z). Offensichtlich ist M (z) < NgM und
beziiglich der Operation

M (z) <= NgM — AutM

ist das Bild von M (z) im Zentrum von Aut M enthalten und somit Normalteile. Nach

der zuvor gemachten Feststellung besteht M (z) aber aus allen Elementen, die entwe-

29



der M invertieren oder zentralisieren. M (z) ist also auch das Urbild des Normalteilers
{id,m — m_l} < AutM und damit selbst ein Normalteiler. Mit dem Frattinischluss
angewendet auf M (z) < NgM folgt

und wir erhalten schlieklich [Ng M| = 2|M]|. Insbesondere heift das fiir die Représentan-
ten der Konjugationsklassen |NgM,| = 2| M, |.

Damit kénnen wir nun die Zdhlung der Elemente von & zu Ende fithren. Wir erhalten

somit
|Q5\ |Q5\
& = + Z 1)
3 ‘M | ’MV| —1
2 |es| Z M, | Z M,
Die kleinste moghche Ordnung ist | M, | = 3, die zugleich den Term “‘ng' ‘1 minimiert. Da

aber bereits 3 5> g + g + g = 2 ist, folgt k < 3. Aus k = 1 folgt der Widerspruch

4| M| 4|Mq| +8 8 8
@l |Mi|+2  [Mi|+2  |My]+2 IR Q)
also ist k = 2. Wegen 5< 3 + 7 = 57 und <z —|— 5= g sind nur die Kombinationen

{1My),|Ma|} = {3} und {yM1| , yM2|} = {3, 5} denkbar.

Aus |My| = |Ms| = 3 folgt |&] = 12. Nach Satz schliefen wir jedoch ® ~ Ay =~
D3y x C3, womit wir durch die zyklische Faktorgruppe ]% ~ (5 einen Widerspruch zur
Perfektheit von & erhalten. Wir schliefen also {|M;]|,|M2|} = {3,5} und somit |&| =
60. O
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4 Der Beweis des S1; (5)-Theorems

4.1 G < GLV perfekt und fixpunktfrei

Nach den umfangreichen Vorarbeiten konnen wir nun den Beweis des SLy (5)-Theorems
antreten. Sei dazu von nun an V ein Vektorraum iiber dem Koérper K und G < GLV eine
perfekte Gruppe fixpunktfreier Vektorraumautomorphismen von V. Ohne Einschréankung
kénnen wir dabei K als algebraisch abgeschlossen annehmen. Ansonsten betrachten wir
den algebraischen Abschluss K und die entsprechende Fortsetzung von V zu einem K-

Vektorraum.

Wir erinnern daran, dass G nach Satz ein Frobeniuskomplement in V x G ist und nach
Korollar die pg-Bedingung erfiillt. Weiterhin sind die 2-Sylowgruppen von G zyklisch
oder verallgemeinerte Quaternionengruppen und alle Sylowgruppen zu ungeraden Prim-
zahlen sind zyklisch. Insbesondere sind dann bereits alle Untergruppen von ungerader

Primpotenzordnung zyklisch.

Als ersten Schritt gilt es zu zeigen, dass die zentrale Involution —e € GLV als einzige
Involution in G enthalten ist. Wir argumentieren iiber die Ordnung. Ist die Ordnung von
G ungerade, so erfiillt G gewiss alle definierenden Eigenschaften von & aus dem Abschnitt
[3.4] Da wir aber aus Lemma gefolgert haben, dass & gerade Ordnung hat, wiirde ein
Widerspruch folgen. Mithin ist G von gerader Ordnung und es gibt daher mindestens eine
nicht triviale Involution ¢ € G. Da G fixpunktfrei ist, konnen wir aus der polynomialen
Gleichung
0=t’—e=(t+e)(t—e)

und der Nichttrivialitdt fiir ungerade Charakteristik von K schliefen, dass t = —e ist
und demnach V von ¢ invertiert wird. Der ungiinstige Fall der Charakteristik char K = 2
impliziert ¢ = e und widerspricht der Nichttrivialitdt von t. Wir kénnen diesen Fall
demnach von nun an ausschlieffen. Mit £ = —e wissen wir nun, dass ¢t € ZGLV ist und

daher (t) ein Normalteiler von GLV ist. Insbesondere haben wir dann
(t) =(—e) <G < GLV

und wir kénnen die Faktorgruppe G = % betrachten. Wir wollen zeigen, dass G alle

Eigenschaften der zuvor betrachteten Gruppe & besitzt.

Die Perfektheit von G vererbt sich auf die Faktorgruppe G. Ist Gy eine zyklische 2-
Sylowgruppe von G, so ist auch jede Sylowgruppe Go von G zyklisch. Haben wir hingegen
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eine verallgemeinerte Quaternionengruppen als Sylowgruppe Go =~ Qon mit n € N, so
folgt nach Korollar stets Go ~ Dyn—1. Demnach sind die geraden Sylowgruppen von
G je nach Lage der Dinge entweder zyklisch oder Diedergruppen.

Seien p,q € P ungerade Primzahlen, I/ < G eine Untergruppe der Ordnung pq und U
das kanonische Urbild mit I/ ~ <% Dann gilt fiir die Ordnung |U| = 2pq und da —e im
Zentrum liegt, ist (—e) die einzige 2-Sylowgruppe in U. Mit gggg ~ e folgt dann aus
Satz [2.4] die Existenz eines normalen 2-Komplements N° < U mit der Ordnung |N| = pq.

Da G die pg-Bedingung erfiillt, ist N zyklisch und wegen

/\/>4<75>N/\f<t>_ﬂ_a
o 7w

ist auch I zyklisch. Wir halten also fest:

N ~

1. G ist eine perfekte Gruppe.
2. Die 2-Sylowgruppen Gy von G sind zyklisch oder Diedergruppen.

3. Alle Untergruppen von G, deren Ordnung das Produkt zweier ungerader Primzahlen

ist, sind zyklisch.

Es lassen sich somit alle & betreffenden Ergebnisse aus dem vorherigen Kapitel auch auf G
anwenden. Enthilt eine Untergruppe U < G die zentrale Involution, so bezeichnen wir die
zugehdrige Faktorgruppe <% mit dem Symbol &/. Umgekehrt versehen wir Untergruppen
von G stets mit einem Querstrich, den wir bei dem entsprechenden kanonischen Urbild
wiederum weglassen. Es gilt Go ~ G5 und die Linge des Querstrichs degeneriert in diesem

Fall zu einer notationstechnischen Spitzfindigkeit.

Aus Lemma folgt nun zuniichst, dass die 2-Sylowgruppen von G stets Diedergruppen
mit einer Ordnung ‘?2} > 4 sind. Insbesondere ist also die Ordnung von G mindestens
durch 4 teilbar. Da eine zyklische Gruppe keine nicht zyklischen Faktorgruppen besitzt,

schliefen wir indirekt auf das nichste Lemma.

Lemma 4.1. Die 2-Sylowgruppen von G sind verallgemeinerte Quaternionengruppen.

Nach Satz gibt es in G eine Untergruppe isomorph zu Ay4. Sei also von nun an H < G
mit H ~ A4 und H das kanonische Urbild von H in G. Weiterhin bezeichnen wir ab jetzt
Q = OyH. Sei nun D die Vierergruppe in H und d € H von Ordnung 3. Dann gilt

ﬂ:ﬁ<d>%D4><]C3
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Da nicht zyklische Untergruppen verallgemeinerter Quaternionen wieder Quaternionen-
gruppen sind, ist das Urbild der eindeutigen Vierergruppe in H nach Lemma eine
Quaternionengruppe. Die Vierergruppe in H ist ein Normalteiler, ihr kanonisches Urbild
ebenfalls normal. Mit einem beliebigen Element h € H der Ordnung 3 haben wir also
H ~ Qg x C3 mit einer nicht trivialen Operation von C3 auf Qg. Nach Satz[3.4]folgt damit
H ~ SLy(3) und Q@ = OyH ist demnach die eindeutig bestimmte Quaternionengruppe
in H, die zugleich Sylowgruppe und Normalteiler in H ist. Fiir H gilt aullerdem noch
ZH = (t) = {£e}. Da die Charakteristik des Korpers K von 2 verschieden ist, erhalten
wir aus der 4. Aussage von Satz das néchste

Korollar 4.1. Alle Q-invarianten Unterraume von V sind auch H-invariant.

Wir benétigen nun einige Argumente aus der linearen Algebra. Zunéchst zeigen wir
die Diagonalisierbarkeit aller Elemente aus G. Anschlieffend wollen wir einige simultan

diagonalisierbare Untergruppen von G finden.

Lemma 4.2. Sei p = char K und g € G. Dann st die Ordnung von g teilerfremd zu p

und g ist als Vektorraumautomorphismus diagonalisierbar.

Beweis. Sei n die Ordnung von g. Zunéichst zeigen wir p { n. Der Fall p = 0 ist trivial, da
0 gewiss keine natiirliche Zahl teilt. Den Fall p # 0 zeigen wir indirekt. Wére andernfalls

p ein Teiler von n, so folgte wegen

p
n p P vn p—v n
P — ey P — = —_ :0
(g e) > (V>g (—e) 9" —e=0,

v=1

dass g% — e nicht invertierbar ist, folglich besitzt g% den Eigenwert 1. Da jedoch (g) < G
fixpunktfrei ist, folgt bereits g% = e. Wegen % < n ist das ein Widerspruch zu |g| = n,
also gilt p  n.

Die formale Ableitung eines Polynoms f = [] (X — n,)" besitzt die Gestalt als Produkt
f =h-T[ (X —n,)""*, wobei f und h teilerfremde Polynome sind, also keine gemeinsa-
men Nullstellen besitzen. Da die formale Ableitung des Polynoms f = X" —1 € K [z] mit
f' = nX""! bereits teilerfremd zu f ist, besitzt X™ — 1 keine mehrfachen Nullstellen und
zerfallt somit in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Als Teiler von f besitzt schliefs-
lich auch das Minimalpolynom von g keine mehrfache Nullstellen. Daraus schliefien wir,
dass die Eigenrdume von g mit den verallgemeinerten Eigenrdumen zusammen fallen und

g somit diagonalisierbar ist. O

29



Seien nun allgemeiner ¢, € GLV diagonalisierbar und gelte @i = 1. Sei weiterhin A
ein Eigenwert von ¢ und x € Eig (¢, A) ein zugehoriger Eigenvektor. Wegen

px = Por = PAr = Apx

ist der Eigenraum Eig (¢, \) auch ¢-invariant. Per Induktion nach der Dimension schlie-
ken wir daraus, dass ¢ und ¥ durch eine geeignete Basistransformation simultan dia-
gonalisiert werden kénnen. Umgekehrt sieht man leicht, dass simultan diagonalisierbare
Automorphismen kommutieren. Zwei diagonalisierbare Automorphismen sind also genau
dann simultan diagonalisierbar, wenn sie kommutieren. Mit dem selben Argument sieht
man induktiv iiber die Anzahl, dass je n paarweise kommutierende, diagonalisierbare
Automorphismen bereits simultan diagonalisiert werden. Insbesondere ist jede abelsche

Gruppe diagonalisierbarer Automorphismen bereits simultan diagonalisierbar.

Als Folgerung aus Lemma zerféllt V' zu jedem g € G in eine direkte Summe eindi-

mensionaler, g-invarianter Unterrdume

dim V'

V= @1)5”.

Die Zerlegung von V und die Lage der Unterrdume ist hierbei jedoch von der Wahl
des Elementes g abhingig und im Fall mehrdimensionaler Eigenrdume nicht eindeutig.
Fiir eine beliebige abelsche Untergruppen M < G ist jedoch eine simultane Diagonalisie-
rung moglich, so dass die direkten Summanden zumindest fiir alle Elemente in M gleich

gewihlt werden kdnnen.

Korollar 4.2. Zu jeder abelsche Untergruppe M < G zerfdllt V in eine direkte Summe
eindimensionaler, M-invarianter Unterrgume V = @, E,. Ist W ein M-invarianter

Unterraum von V, so zerfallt auch W in eine entsprechende direkte Summe.

4.2 Die SL,(3) in G

Wir wollen nun die Lage von H ~ SLs(3) in G n&her untersuchen. Wir interessieren
uns fiir den sehr speziellen Fall von Untergruppen zwischen H und G, die einen zweidi-
mensionalen Unterraum von V invariant lassen. Sei daher von nun an hypothetisch R
eine Untergruppe von G mit H < R < G und W ein zweidimensionaler, R-invarianter

Unterraum von V.

Lemma 4.3. Fiir je zwei verschiedene mazimale abelsche Untergruppen M, M* < R gilt
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MO M* =7ZR und R wird von mazimalen abelschen Untergruppen tberdeckt. Fiir den
Index von M gilt ‘N}/[M‘ € {1,2}.

Beweis. Zunichst sei M eine maximale, abelsche Untergruppe von R. Da die Operation
von G auf V fixpunktfrei ist, sind die Operationen M — R < GLW treu. Demnach
kénnen wir M und R wahlweise auch als Automorphismengruppen von W und bei Wahl
einer Basis auch als Gruppen von 2 x 2 Matrizen mit Eintrigen aus K auffassen. Wegen

t € ZG haben wir folgende Inklusionskette von Untergruppen

{te} = (t) =ZH < ZR < M < R — GLW ~ GL,K.

Nach Korollar [3.3]schliefen wir, dass M < GLW simultan diagonalisierbar ist. Wir kon-
nen also W zerlegen in eine direkte Summe eindimensionaler, M-invarianter Unterrdume
W = Ey @ Es. Fiir alle m € M gilt nun (mFEy, mEs) = (E1, Es). Wir haben also

M <{geR|(gk1,9E2) = (E1, Ea)} =: S CR.

Man sieht leicht, dass S ein Untergruppe ist und beziiglich einer geeigneten Basis zu einer
eine Gruppe von Diagonalmatrizen isomorph ist. Insbesondere ist S daher kommutativ
und aus der Maximalitdt von M folgt dann M = S. Weiterhin ist S durch die beiden
Unterrdaume Fs, F5 < W bereits vollstandig charakterisiert.

Das Zentrum ZR enthilt alle Elemente aus R, deren assoziierte Matrizen die skalare Ge-
stalt (& 9) besitzen. Fiir m € M\ZR ist die assoziierte Matrix daher eine Diagonalmatrix
mit zwei verschiedenen Diagonaleintragen. Die Operationen von M auf £ und Es sind
daher nicht dquivalent und es sind E; und E5 gerade diejenigen eindimensionalen m-
invarianten Unterrdume von V', deren Durchschnitt mit W nicht trivial ist. Folglich sind
E; und Ej als Eigenrdume des Elements m € M \ ZR bereits bestimmt. Da S wiederum
durch F; und E, festgelegt ist, folgt aus M = .5, dass M bereits durch die Mitgliedschaft
eines einzelnen nicht zentralen Elementes m € M \ ZR bereits festgelegt ist. Enthalten
zwei maximale, abelsche Untergruppen M, M* < R ein gemeinsames, nicht zentrales
Element m € (M NM*)\ ZR, so folgt demnach bereits M = M*. Da jede maximale
abelsche Untergruppe von R auch das Zentrum ZR enthélt, schlielen wir

M+#M = MNM" =7R.

Jedes nicht zentrale r € R ist in genau einer maximalen abelschen Untergruppe enthalten.

Die nimlichen Gruppen iiberdecken R bei einer paarweisen Uberlappung ZR.
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Fiir die zweite Aussage betrachten wir nun die Operation von Ngx M auf der Menge der

eindimensionalen Unterraume von V. Es gilt fiir beliebige g € Ngx M und E, € {E1, Ey}
Mgk, = gMgEV =gME, =gFE,

und somit ist gE, < W wieder M-invariant und damit gE, € {E7, E2}. Mithin operiert
NrM auch auf der zweielementigen Menge {E1, E2}. Der Kern dieser Operation ist M.

Daraus schliefen wir

NrM

NrM
— Sy~ (Cy und ’R € {1,2}.
M
O

R operiert durch Konjugation auf der Menge der maximalen abelschen Untergruppen.
Seien nun My, ..., M} Reprisentanten der Konjugationsklassen maximaler, abelscher
Untergruppen von R. Fiir M,,, v = 1, ..., k enthélt die zugehorige Klasse dann insgesamt
ﬁ Konjugierte. Wir kénnen also die Elemente von R anhand der Zugehorigkeit zu
Ry
den Konjugationsklassen zéhlen und erhalten somit

R| = |ZR|+Z'\ M,| ~ [ZR])

Wir dividieren durch |ZR| und erhalten die Ordnung der Faktorgruppe

k

M,
R| _ IR -y Rl (M)
ZR |ZR\ INRM,| \ |ZR|
k \
_ 7| M, |
- 1+Z |NRMV (ZR\ 1
k
= 1 y— 1) = 6
+V:16V,my<m )=n )
mit den Abkiirzungen
R _ | My
n=\gs €y AL my, =
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Insgesamt kommen wir zur Gleichung

k
1 n—1 m, — 1
1—-—= = . 7
n n ; €,My (7)

Laut Lemma [4.3) gilt stets ¢, € {1,2}. Die moglichen Belegungen der iibrigen Parameter
k, n und m, mit v = 1,..., k werden nachfolgend diskutiert. Dabei gelingt es, die vielen

denkbaren Kombinationen auf vier Falle einzuschrianken.

Lemma 4.4. Fir die Belegung der Parameter k, n, €, und m, mit v = 1,...,k sind

hdchstens die folgenden Fdille maoglich:
1. k=2, {(e1,m1),(e2,ma)} = {(1,3),(2,2)} und n =12
2. k=3, =€ =€3=2, {m1,mo,mg} = {2,3,3} und n = 12
3. k=3, e1 =€ =¢€e3=2, {m1,mo,m3} ={2,3,4} und n = 24

4. k=3, e1 =€ =€ =2, {m1,ma,m3} ={2,3,5} und n =60

Beweis. Zunichst wollen wir k& ndher eingrenzen. Fiir k = 1 und ¢; = 1 folgt aus Glei-

chung
—1 —1
noo_m — n=m = [R|=|M]
n mi

und schlieflich mit R = M; ein Widerspruch, da H ~ SLj (3) nicht kommutativ ist. Fiir

€1 = 2 erhalten wir wegen

hingegen n = 1 und damit den selben Widerspruch R = ZR = M;. Damit ist £k = 1
widerlegt.

Es gilt stets m, > 2, da sonst M, = ZR < M; fiir alle ¢ und damit k£ = 1 und wieder
My =ZR =R > H folgt. Fiir k > 4 konnen wir daher gemaf Gleichung mit der
Abschitzung

o loymeslo

n v=1 €My 2 v=1 v=1
ein Widerspruch erzeugen und haben damit k € {2,3} auf zwei mogliche Fille reduziert.
Wir diskutieren nun die Moglichkeiten fiir die verbleibenden Parameter, beginnend mit

e, v=1,... k.
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Zunichst betrachten wir den Fall, dass zwei der ¢, gleich 1 sind, etwa ¢; = €5 = 1. Dies

fithrt abermals zur widerspriichlichen Abschétzung

1 Samy—1 my—1
D D e D

v=1 v=1

=1.

N[ =

L
2

v

Es darf also hochstens ein €, = 1 sein. Ohne Einschrinkung nehmen wir daher ¢; = 1

und dementsprechend ¢, = 2 fiir alle anderen v an. Aus der Abschétzung

k k
1 3-1 1 my, — 1 mp — 1 m, — 1
I | 1— 2 = =
+ 4 n 21 €,My mq +§ €,My
mp— 1 2-1) _1 (k-1
> k—1 > =
- m + ) 4 _2+ 4
schliefen wir dann k£ = 2 und mit
4—-1 1 1. m -1 1
—_—t—=1>1-=> -
4 +4 n-_ mi +4
schlieklich my € {2,3}. Im Falle m; = 2 haben wir
1 1 mg—1 1
n 2+ 2m2 2m2 " 2

und M, hat Index 2 in R. Da H keine Untergruppe vom Index 2 besitzt, folgt

H NHMI
H N M - My

~ e

und damit der Widerspruch SLs (3) = H < M;. Fiir m; = 3 hingegen bekommen wir

I 2 my—1 _ bmy

n 3 2ms 3 —ma

was wegen n > 0 nur flir my = 2 sinnvoll ist und n = 12 ergibt. Hiermit ist der erste der

vier Fille eingetreten.

Nun betrachten wir die verbliebene Variante, dass alle e, gleich 2 sind. Fiir £ = 2 erhalten
wir abermals aus Gleichung
1 mi — 1 mo — 1 2mima

1— = = + = n=
n mq mo mi + mg

= min + men = 2m1m2,
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was wegen mi, mg < n den Widerspruch
2mimeo < min + mon = 2mims
impliziert. Folglich ist £ = 3 und wir schliefsen

3
1 my, — 1 1 1 1 1 1 1
n Z 2m,, 2 (Z:I my> 2 < mi Mo m3>

v=1

und somit
1 1 1 2
— t— 4+ — =14 —.
mi ma ms3 n

Wegen % + % + % = 1 muss mindestens ein m, = 2 sein. Ohne Einschrinkung sei also
m1 = 2, dann folgt
1 1 1

mao ms - 5 + E

Da fiir mg, mg > 4 bereits n% + m%g < % ist, muss mindestens ein m, < 3 sein. Wir diirfen
daher my = min {mg, m3} < 3 annehmen. Aus my = 2 folgt n = 2ms. Damit hat Mj;
den Index 2 in R und wir erhalten wie eben einen Widerspruch. Also folgt mo = 3 und

somit
12WL3

n = N
6—m3

was wegen n > 0 nur noch mg € {3,4,5} und dementsprechend n € {12,24,60} zulésst,

womit die drei {ibrigen Fille realisiert wiren und der Beweis fertig ist. O

Lemma 4.5. In den drei letzten Fdillen von Lemma |4.4] gibt es stets ein Element der
Ordnung 3 in H, welches durch Konjugation mit einem geeigneten Element aus R in-

vertiert wird. Die Zentrumsfaktorgruppe R = % enthdlt eine Untergruppe isomorph zu

Ay.

Beweis. Jedes 3-Element in R ist in einer der maximalen, abelschen Untergruppen M,,
v = 1,...,n enthalten. Ist daher h € H von Ordnung 3, so kénnen wir den Index v
fixieren, so dass h € OsM, < M,, ist. Wegen h ¢ ZH = (t) = H N ZR ist insbesondere
h ¢ ZR. Daher ist die Ordnung von % durch 3 teilbar und nach Lemma folgt
my, = %/[—75‘ = 3. Folglich ist (h) eine Vertretergruppe was schlieflich M, = (h) - ZR
ergibt.

Wegen der Maximalitdt von M, ist CxM, = M,, sonst konnte man M, durch ein
x € CrM, \ M, zu einer echt groferen abelschen Gruppe M, (z) > M, erweitern. Mit
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= 2 schlieflen wir daraus

— N'RMV
€y = M,

NRMV NRMV
Ch =~ = — AutM,
2 CRMV MV u Vs
die Operation von Ng M, auf M, ist also insbesondere nicht trivial. Da jedoch die Ope-
ration auf ZR trivial ist, kann wegen M, = (h) - ZR die Operation auf (h) ~ C3 nicht
ebenfalls trivial sein. Der einzige nicht triviale Automorphismus von Cj ist die Inversion,

mithin gibt es ein Element in R, welches h invertiert.

Fiir die zweite Aussage sein U = H-ZR, U= % = Z%R und R = % Dannist U <R,

dementsprechend U < R und wir schlieRen

H_H HIR o
t)  HNZR~ IR ZR’

=
I

A4%ﬁ:

O]

Die Definitionen U = H-ZR, U = % und R = % wollen wir im Folgenden beibehalten.
Fiir den Index [R : U] gilt

R_m_ &R
Ul |H-ZR|  |EIR )0(

Nach Lemmaist ‘7%‘ € {12,24,60}. Daher folgt wegen |Ay4| = H = ‘U‘ = 12 fiir den

Index von U = H - ZR in ‘R eines von drei moglichen Ergebnissen

R _|R_n
| ‘(7"_ 12

pe]

€{1,2,5}

je nachdem, welchen Wert n annimmt. Aus den vier méglichen Belegungen der Parame-
tern k, n, €, und m, mit v = 1,...,k wollen wir im n#chsten Hilfssatz Riickschliisse auf

die moglichen Isomorphietypen von R schliefen.

Lemma 4.6. R = % ist isomorph zu Ay, S4 oder As.

Beweis. Wir gehen aus von den vier moglichen Belegungen der Z&hlparameter nach Lem-
ma [4.4] und diskutieren jede fiir sich in der selben Reihenfolge.
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Fall 1.

Fall 2.

Fall 3.

Ohne FEinschrinkung seien k = e = mo = 2, ¢ = 1, m; = 3 und dem
entsprechend n = 12. Dann ist der Index von H - ZR in R gerade 1 und somit

H-7ZR =R, woraus wir dann schliefen

R _HIR M H
IR~ ZR ~ HNZIR  7H

~ PSLs (3) =~ As.

Im zweiten Fall folgern wir aus n = 12 abermals H - ZR = R. Nach Lemma 4.5
miisste dann aber ein Element der Ordnung 3 in H bereits durch Konjugation
in ‘H invertiert werden und dementsprechend auch dessen kanonisches Bild in
H ~ A4. Da aber nach Korollar in A4 kein Element der Ordnung 3 durch
Konjugation invertiert wird, haben wir einen Widerspruch. Der zweite Fall ist

somit widerlegt.

Fiir n = 24 ist sind die Indices [7% : ff} = [R:U] = 2 und daher U und U
insbesondere Normalteiler in R respektive R mit
(R\U)* _ U

Y _y7

=5 wma (RA0) =B = o

sowie Operationen

R — R — Aut U ~ Aut Ay.

Da nach Satz[3.1]die Automorphismengruppe der A4 isomorph zu Sy ist, geniigt
es zu zeigen, dass der Kern der Operation R — Aut U trivial ist. Es folgt dann

wegen

’ﬁ’:‘Aut [7‘:\5’4]:24 = R~ S,
und wir sind in dem Fall fertig.

Nach Lemma [.4] gibt es ein Element g € H < U der Ordnung 3, welches durch
Konjugation mit einem Element z € R invertiert wird. Dementsprechend wird

g = gZR durch & = zZR invertiert. Wire x € U, so hiitten wir mit

7= (gZIR)"™ R = ¢g"IR =g IR =g €U

einen Widerspruch, da innerhalb von U ~ A, kein Element der Ordnung 3
invertiert wird. Also gilt x € R \ U und dementsprechend

R=UwWzU mit (zU)*=U.
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Fall 4.

2 2

Insbesondere ist 22 € U und ¢ wird von 2 zentralisiert. Ebenso wird § von &

invertiert, #2 € U und
. . - N2 -
R=0wil wit (30) =0.

Da nach Lemma [3.6| jedoch Cp (g) = (g) ist, folgt #* € (g) und die Ordnung
von #2 ist daher hochstens 3, womit die Ordnung von Z héchstens 6 ist. Fiir
h = 2® ist dann h = 7° eine d invertierende Involution, womit <}~z> ~ (5 eine
Vertretergruppe von % ist. Wir haben also eine semidirekte Zerlegung

ﬁzﬁwﬁﬁzﬁwﬁﬁzﬁ<ﬁ>xﬁm<l}>.
Wegen gﬁ =g list h ¢ CﬁU und die Operation von h auf U ist nicht trivial,
weshalb die Produktzerlegung echt semidirekt ist. Wegen ZA; = e hat die

Operation von U ~ Ay auf sich selbst durch Konjugation einen trivialen Kern.

Gébe es ein Element @ € U derart, dass @h trivial auf U operiert, so hitten wir
g =ahghla ' =ag

und somit wiirde § von @ invertiert, was in U &~ A4 nicht vorkommt. Folglich
ist der Kern der Operation von R = U (h) auf U durch Konjugation trivial und
wir erhalten schlieflich R ~ S,.

Zuletzt sei n = 60, also ‘7@ : U‘ = 5. Da R transitiv auf dem 5-elementigen

Nebenklassenraum 7~2/ U operiert, haben wir eine Operation R — S5 mit Kern

N = ﬂUgﬂ[jf-b’A4
gER

In A4 gibt es nur einen nicht trivialen, echten Normalteiler, dieser ist isomorph
zur Vierergruppe Dy. Ist also N # e, so kommt als nicht trivialer Normalteiler
in der A4 nur der Isomorphietyp N = D, in Frage. In diesem Fall ist allerdings
das Bild von R in S5 von Ordnung 15, was nicht sein kann, da es in S5 keine
Untergruppe der Ordnung 15 gibt. Fiir N = e folgt R < S5 und das Bild von
R in S5 hat Ordnung 60, Index 2 und ist daher ein Normalteiler. Die einzige
derartige Untergruppe in S5 ist die alternierende Gruppe As.
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Lemma 4.7. Sei E = <7—[R> Dann gelten:
1. ENZR=(t) =ZH =HNZR
2. E="H oder E ~ SLs(5)
3. CRE=ZR =0ZR-ZH

Bewezs.

1. Da die Operation von G auf V fixpunktfrei ist, operiert R treu auf W. Zu jeder
Untergruppe X < R bezeichnen wir die mit X assoziierte Untergruppe von AutW
mit Xy, also insbesondere R ~ Ry < AutlW.

Fassen wir nun Hyy als Matrizengruppe iiber dem Koérper K auf, so ist nach Lemma
jedes Element der Ordnung 3 diagonalisierbar, also &hnlich zu einer Matrix
der Gestalt x = (8 2) mit a3 = b = 1. Wegen der Fixpunktfreiheit von G sind
a,b # 1 und wegen ZH = (t) = Cy ~ ZHyw liegt x nicht im Zentrum, ist also
keine Skalarmatrix, sondern a # b. Da es in K nur zwei Elemente der Ordnung 3
gibt, folgt @ = b~! und damit detz = ab = b~'b = 1. Da nach Satz ‘H von
Elementen der Ordnung 3 erzeugt wird, schliefen wir Hy < SLW. Wegen der
Konjugationsinvarianz der Determinante folgt dann aber auch <7—LR>W = By <
SLW.

Das Zentrum ZGLW besteht aus allen Skalarmatrizen. Wir wollen zeigen, dass
(ZR)y, in ZGLW enthalten ist, also ebenfalls nur skalare Matrizen enthélt. Wir
gehen indirekt vor, sei also g € (ZR)y, nicht skalar. Nach Lemma ist g dia-
gonalisierbar und folglich zu einer Matrix der Gestalt (8‘ g) mit o # [ dhnlich.
Insbesondere besitzt g zwei eindeutige, voneinander verschiedene Eigenrdume E,
und Eg. Da g mit allen Elementen aus R kommutiert, wird jedes Element r € R
mit g simultan diagonalisiert, besitzt also ebenfalls E, und Ejg als invariante Unter-
rdume. Das bedeutet aber, dass R zu einer Gruppe von Diagonalmatrizen dhnlich
und daher kommutativ ist. Da H nicht kommutativ ist, folgt damit aus H < R
ein Widerspruch. Mithin gilt (ZR)y, < ZGLW und wegen Ey < SLW ist jedes
Element in Ew N (ZR )y, skalar mit Determinante 1. Wegen

det(Ne) =X =1 = A=+=I

folgt schlieflich By N (ZR)y, = {x({$)} und die erste Aussage ist gezeigt.
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2. Fiirn € {12,24} hat U = H-ZR den Index 2 in R und ist folglich ein Normalteiler
U < R. Damit folgt

E-ZR = (H®) - 2R = ((H-ZR)%) = (UR) = (U) = U = H - ZR

und wegen ENZR =HNZR und

[E]IZR|
|ENZR|

[H||ZR|

=|E-ZR|=\H -ZR| = 5=
BRI = IR = a7y

schlieblich |E| = |H|. Da H eine Untergruppe von FE ist, kénnen wir daraus H = E
schliefen. Fiir n = 60 ist der Index von U in R gerade 5 und daher U eine maximale

Untergruppe von R. Wegen
U< (UR) = ((HZR)®) = (R -ZR) = E-ZR < R

muss schlieflich £-ZR = U oder E-ZR = R gelten. Im ersten Fall hitten wir aber
einen Normalteiler U < R und dementsprechend in der Faktorgruppe mit U<R
ebenfalls einen Normalteiler. Da die alternierende Gruppe As einfach ist, folgt aus
U =~ Aj ein Widerspruch und somit £ -ZR = R. Damit kénnen wir dann schlieffen
E E E-ZR R ~

E=—~= ~ = _—— =R~ As.
O - FENZR Y IR IR R

E ist also von Ordnung 120 und E ist perfekt. Das bedeutet, fiir x € E gibt es
(RS E' mit
T=xz(t) = {z, 2t} =y ) = {y, yt}

und daher = y € E oder z = yt. In der Quaternionengruppe Qg kann die zentrale

Involution als Kommutator —e = [i, j| geschrieben werden. Wegen der Inklusionen
Qs~Q<H<E

ist t = —e demnach ein Kommutator in E. Damit folgt © = yt € E' und E ist
perfekt. Nach Korollar 3.1| folgt damit E ~ SLs (5).

3. Als abelsche Gruppe ist ZR ein direktes Produkt seiner Sylowgruppen und wir
konnen die direkten Faktoren zu einer Zerlegung ZR = OZR - O2ZR zusammen-
fassen. Da O2ZR mit allen Elementen aus R vertauscht, ist O2ZR im Zentrum

jeder 2-Sylowgruppe von R enthalten. Da die 2-Sylowgruppen verallgemeinerte
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Quaternionen mit Zentrum (t) sind, folgt O2ZR = (t).

O]

Die Quaternionengruppe in H haben wir mit Q bezeichnet. Sei von nun an S eine Q
enthaltende 2-Sylowgruppe von G, also @ < § = G» < G und dementsprechend 9 <
S < G die entsprechenden Faktorgruppen. Wir wihlen eine zweielementige Untergruppe
F < 78 und betrachten ihr kanonisches Urbild F < G. Wegen | F| = 4 = 2 - 2 folgt aus
der pg-Bedinugng F =~ Cj. Da S eine verallgemeinerte Quaternionengruppe ist, haben
wir nach Lemma als Zentrumsfaktorgruppe S eine Diedergruppe, deren Zentrum
entweder von der Drehung um 180° erzeugt wird oder eine Kleinsche Vierergruppe ist.
Wir haben also je nach Lage der Dinge Co =~ F = ZS oder eine echte Inklusion Cy =
F < Z8 =~ D,. Die Faktorgruppe Q ist eine Vierergruppe in S und da jede Vierergruppe
in einer Diedergruppe stets das Zentrum enthélt, haben wir die Inklusionenkette von
Untergruppen
F<I§<Q<8=G

und F wird von einer geeigneten Involution aus Q erzeugt. Wir kénnen weiterhin im
Urbild auf die Inklusion F < Q schliefen. Mit Q = {+4e, +i, +7j, +k} ist F also eine der
Gruppen (i), (j) oder (k). Da in Qg keines der drei Elemente 4, j oder k ausgezeichnet

ist, konnen wir ohne Einschrankung F = (i) schreiben.

Im Fall einer echten Untergruppe Q < S ist S keine Vierergruppe. Dann ist F = ZS ~
Cy eindeutig bestimmt und die Untergruppe (i) in Q ist dadurch ausgezeichnet, dass
ihr kanonisches Bild gerade ZS ergibt. Intuitiv entspricht das nicht der Situation, dass
zumindest innerhalb von Q die Elemente ¢, j oder k alle gleichberechtigt sind. Tatséchlich

werden wir diesen Fall widerlegen und Q@ = S und damit
70=0=8=7Z8~ D,

zeigen. Fiir das folgende Lemma behalten wir die Inklusion Cy =~ F = (i) < Q@ < S im
Auge. Da in Qg jede Untergruppe ein Normalteiler ist, haben wir weiterhin F = (i) <
Q < NgF zur Verfiigung.

Lemma 4.8. Es gelten Q < O;NgF und O*NgF < CqQ.
Beweis. Sei zunéchst g € NgF und a € Q \ F. Ohne Einschriankung nehmen wir a = j

an, wir haben also (i,a) = (i, j) = Q. Uber das Element g lisst sich nicht sofort absehen,

ob es in O enthalten ist.
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Wir untersuchen die Beziehungen von j und g zueinander. Seien dazu L = (j - 79) und

D = (j,79). Da in Q jede Untergruppe ein Normalteiler ist, folgt
j,9 € NgF = L <D < NgF
und daher sind die Komplexprodukte FL und FD Untergruppen mit den Inklusionen

(t) < FL < FD < NgF.

1

Die Operation von j auf F ist gerade die Umkehrung des Vorzeichens jij—" = —i. Fiir

1 1

die Operation von g auf F sind die Fille gig™ = i oder gig™" = —i denkbar. Im ersten,

trivialen Fall folgt sofort F < Cg L. Im zweiten Fall schliefsen wir

1 1

e L e e A GOV
= Jg~ligi™
= j(=i)j =i
und demnach ebenfalls F < CgL so, dass F und L elementweise kommutieren und daher
FL als Produkt zyklischer Faktoren sogar eine abelsche Gruppe ist. Nach Lemma [4.2]ist

FL damit simultan diagonalisierbar.

Anders liegen hingegen die Dinge bei der Untergruppe FD. Diese Gruppe ist nicht kom-
mutativ, da sie mit (j,7) = Q < FD eine Quaternionengruppe enthélt. Die Lage von FL
in FD soll prizisiert werden, wir gehen von der Faktorgruppe D aus. Da sie von zwei
Involutionen erzeugt wird, ist sie nach Korollar eine Diedergruppe

Y D — T 4 — S\ -

D ®=<J,J«">=<J~J9>U<J~J9>J-
Wir wissen noch nicht, ob ¢ in L enthalten ist. Wir betrachten daher die Gruppe M =
(t) L und haben mit M = <j -j9> schlieflich D = M U Mj und der Index von M in D

ist kleiner oder gleich 2. Wir kénnen also abschitzen

Pl _DlF . PBIF [T BA D7
~ M| |M||F| T [M||F|] |[DnF| ﬁ'ﬂ;’ |M - F|
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und da t € FD N FL ist, folgt

,. |70l _[7D| _|7D| _|Fp|
S F| Fw| R

Dementsprechend hat FL hochstens den Index 2 in FD. Da FD nicht kommutativ
ist, konnen wir den Index 1 ausschlieffen und haben dann durch den Zweierindex eine
Normalteilerinklusion FL <1 FD mit

FD=FLWzFL=FLWFLx "

fiir ein beliebiges x € FD \ FL.

Wir wollen zunéchst zeigen, dass FD einen 2-dimensionalen Unterraum W von V inva-
riant lasst. Da FL nach Lemma simultan diagonalisierbar ist, finden wir zumindest

einen 1-dimensionalen F L-invarianten Unterraum Wi von V. Mit Wy = W7 ist dann

.FLWQ = .FL[L'Wl = $.7:LW1 = (IJWl = W2
2 FLWy = FLaz 'Wy=FLW; =W,
.%']:LW1 = .%'Wl = WQ

und somit permutiert FD die Unterrdume W7 und Ws. Die direkte Summe W = W1 G Ws
ist demnach ein zweidimensionaler FD-invarianter Unterraum. Mit QO < FD ist W
insbesondere Q-invariant und nach Lemma [{.T] auch H-invariant. Die zuvor hypothetisch

betrachtete Untergruppe R konnen wir daher als
R =(D,H) = (j'H)

konkretisieren. Dann ist R eine Untergruppe zwischen mit H und G, die einen zwei-
dimensionalen Unterraum W von V invariant lasst. Wir kénnen also Lemma [£.6] auf R
anwenden. Wir wissen auch, dass R nur dann von H verschieden ist, wenn j9 nicht bereits
in O enthalten ist.

Sei nun wie zuvor E = <”HR> Dann ist E ein Normalteiler in R und daher insbesondere
(%) E = B (j9) < R mit

_9lEl _, |E]

6% Bl = [ o1 = A1y oy © (21EL 1B,
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je nachdem, ob j9 € E ist oder nicht. Auf der anderen Seite haben wir
R = (H) = (J"H") = ((*) E) = G*) E

und somit ist der Index von E in R gerade 2 oder ' = R. Das Element 79 kann nicht im
Zentrum ZR liegen, weil sonst (j9) Q keine verallgemeinerte Quaternionengruppe mehr
ist. Ist hingegen j9b € ZR mit b € E, so folgt insbesondere

F9bb~! =b71j9b <= bj9 = j%

und daher (j9b)* = b* € E. Da nach Lemmaaber ZRNE = (t) ist, folgt b* € (t) und
die Ordnung von j9b ist insbesondere gerade und daher OZR = e. Wieder nach Lemma
haben wir dann aber ZR = (t) - OZR = (t) und wir schlieffen aus Lemma dass
die Faktorgruppe - »

R = <—t> = 7R = R
isomorph zu Ay, Sy oder Aj ist. Fiir die Ordnung einer 2-Sylowgruppe von R haben wir

dann die Implikationen

ﬁ%A;l - |R2| ~8
ﬁz&l — |R2| ~ 16
ﬁ%Ag) — |R2| ~ 8

und da F D eine 2-Gruppe in R ist, kann die Ordnung von F D nur noch 8 oder 16 sein. Da
die 2-Sylowgruppen von G verallgemeinerte Quaternionen sind und F D nicht kommutativ
ist, folgt mit Korollar entweder FD = Q oder Q < FD = (Q16. Betrachten wir die
Normalisatoren von F = C5 in R, so folgt aus Korollar in allen drei Féllen, dass Nﬁ?
eine 2-Gruppe ist. Damit ist auch Nz F eine 2-Gruppe und daher isomorph zu Qg oder
Q16- Da N F somit hochstens die Ordnung 16 besitzt, sind schliefslich Q, Q9 < Np F
und damit insbesondere Q - Q9 = Q9. Q J NrF. Da g € NgF ohne Einschrinkung
gewdhlt wurde, folgt daher

zENGF

Andererseits ist [[, Q% eine 2-Gruppe und daher im maximalen 2-Normalteiler OoNgF

enthalten. Damit ist die erste Aussage bewiesen.

O?NgF ist der von den Elementen ungerader Ordnung erzeugte Normalteiler. Wegen
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F ~ C4 und AutCy = Cs wird F von jedem Element ungerader Ordnung in NgJF
zentralisiert. Folglich wird F von O?NgF zentralisiert. t

Lemma 4.9. Die 2-Sylowgruppen Go sind isomorph zu Qg. Insbesondere ist S = Q.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass S = Q ist. Wir nehmen an, das wire nicht der Fall,
also @ < §. Dann kénnen wir schreiben Qan = S = (h, k) mit n > 4 und (h) = Cyn—1 ist
vom Index 2 in &, also ein Normalteiler. Weiterhin ist die Zentrumsfaktorgruppe S eine 2-
Diedergruppe mit einer Ordnung mindestens 8. Nach Lemma gibt es dann in S zwei
Konjugationsklassen von Vierergruppen und dementsprechend im Urbild zwei Klassen
von Quaternionengruppen der Ordnung 8. Sei also B &~ Qg eine Quaternionengruppe in
S, die nicht zu Q konjugiert ist. Da jede Vierergruppe in S das Zentrum enthilt, folgt
F < ZS8 < B~ D4 und daher F < B und des Weiteren BN Q = F, da F jeweils in Q

und B maximal ist. Wir unterscheiden nun zwei Falle.

Fall 1. Wir nehmen an, B ist in einer zu SLs (3) isomorphen Untergruppe H* < G

enthalten.

Dann gelten alle Aussagen iiber Q@ und H auch uneingeschrénkt fiir B und
‘H*. Die Untergruppe (h) < S ist ein Normalteiler vom Index 2, also § =
(h)Wk (h). Nach Lemmal4.2]ist (k) simultan diagonalisierbar und wie im Beweis
von Lemma [£.8 konstruieren wir dann aus einem 1-dimensionalen h-invarianten
Unterraum Wj einen 2-dimensionalen S-invarianten Unterraum W = W; &
kW1. Mit B, Q < § ist W dann trivialerweise auch Q- und B-invariant. Aus
Lemma [4.1] folgt damit aber auch die H- und H*—Invarianz von W. Definieren
wir nun R* = (H*,H,S), so ist W insgesamt R*-invariant. Da nach Lemma
1.7 wegen ZR = OZR - ZH die maximale 2-Potenz in |ZR| gerade 2 ist, folgt
mit

_ |Q[IB] _ 64

— =16=2* < [S| < |R¥|

Bl = —
BI= 190 T 17

at;; Lemma schlieklich, dass 23 die Ordnung von %RT) teilt und daher

707 Sy ist. Wegen

IR H H
IR~ HNZR (1)

M HY  HWIR
T ) H*NZR T IR

:g%A4%H*

schliefen wir H - ZR = H* - ZR. Wegen (SLy (3)), ~ Qg folgt durch Ubergang
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zur Kommutatorgruppe mit
Q=M =(H ZR) = (M -ZR) = (W) = B

ein Widerspruch.
Fall 2. Sei nun B nicht in einer zu SLg (3) isomorphen Untergruppe enthalten.

Dann ist die Faktorgruppe B nicht in einer zu A4 isomorphen Untergruppe von
G enthalten. Aus Lemma folgt dann, dass 3 ein Teiler der Ordnung von
CgB ist. Sei also § = g (t) € CgB von Ordnung 3 und s € B nicht trivial mit
% = k{t). Dann ist k> = —e, die Ordnung von g entweder 3 oder 6 und wir
haben

grg ' =grg ' (t) =k (t) =F.

Insbesondere ist dann grkg~! € (k) und g operiert als Automorphismus auf
(k) = Cy. Wegen Aut Cy =~ Cy wird daher k von g zentralisiert, also g € CgB.
Dann ist aber die Ordnung von CgB ebenfalls durch 3 teilbar. Wegen F < B
folgt CgB < CgF und daher ist auch die Ordnung von CgF durch 3 teilbar.
Nach Lemma ist aber O?NgF < CgQ und auch die Ordnung von CgQ ist
darum durch 3 teilbar. Nach Lemma [2.6] sind alle 3-Sylowgruppen von NgQ
zyklisch. Demnach sind alle Elemente der Ordnung 3 in NgQ sind bereits in
CgQ enthalten. Dies ist jedoch ein Widerspruch zu H < NgQ.

O

Wir konnen nun den Beweis des SLs (5)-Theorems zuende fiihren. Die letzten Argumente

hierfiir sind dank der geleisteten Arbeit eher kurz und biindig.

Korollar 4.3. G =~ SLs (5)

Beweis. Da Q nach Lemma eine 2-Sylowgruppe von G ist, haben wir mit Q ~ Dy
ebenfalls eine 2-Sylowgruppe in G. Aus Lemma folgt, dass Cg@ eine 2-Gruppe ist
und folglich CaQ = Q. Wegen CgQ < CgQ ist dann mit CgQ auch CgQ eine 2-Gruppe.
Da nach O?NgF < CgQ ist, folgt O?°NgF = e und NgF ist ebenfalls eine 2-Gruppe.
Wegen Q < NgF folgt daher NgF = Ng (i) = Q und offensichtlich gilt NgF = Q < CgF.
Ist nun g = g (t) € CgF, so haben wir

{i,ity=i=7g-i-g " =gig ' =gig " (t) = {gig~ ', gig "t} C F
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und somit insbesondere gig~' € F und g € NgF. Insgesamt ist daher Cg? = NgF =
Q ~ D, von Ordnung 4. Nach Lemma folgt damit G ~ A5 und zuletzt nach Korollar
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5 Der Satz von Frobenius

Mit dem Letzten Korollar ist das SLs (5)-Theorem bewiesen. Nach den Ausfithrungen im
ersten Abschnitt ist damit auch das Klassifikationsproblem perfekter Frobeniuskomple-
mente gelost und das Hauptziel der Arbeit erreicht. Im letzten Hauptabschnitt wollen
wir uns wieder der Behandlung allgemeiner Frobeniusgruppen zuwenden und damit auch

die letzte Frage im Zusammenhang mit dem Hauptsatz angehen.

Bei dem Beweis der Aquivalenz des SLs (5)-Theorems zum Klassifikationssatz haben
wir den Satz von Frobenius vorausgesetzt, dessen Beweis bis heute nicht charakterfrei
gelungen ist. Um die Eleganz charaktertheoretischer Methoden zu demonstrieren und
um nocheinmal den Fokus auf diese Problematik zu richten, soll diese Arbeit mit einer
Pasentation des neuen Beweises von Knapp und Schmid abgeschlossen werden. Die dafiir
notigen Begriffe sollen aber nicht mehr entwickelt, sondern als bekannt vorausgesetzt und
daher nur kurz vorgestellt werden. Der neue Ansatz in diesem Beweis ist kurz, elegant

und wird vermutlich auch Einzug in kommende Lehrbiicher erhalten.

5.1 Klassenfunktionen auf Frobeniusgruppen

Gruppencharaktere sind Klassenfunktionen, nehmen also auf den Konjugationsklassen
stets die selben Werte an. Die irreduziblen Charaktere einer Gruppe G bilden eine Or-

thonormalbasis des Vektorraumes der Klassenfunktionen beziiglich des Skalarproduktes

1 .
() = @Zsogwm

gelG

und jede Klassenfunktion ¢ kann daher eindeutig als Linearkombination irreduzibler

Charaktere
p=> ax=> (X
X X

geschrieben werden. Eine Klassenfunktion ist genau dann ein Charakter, wenn alle Ko-

effizienten a, nicht negative, ganze Zahlen sind.

Das Skalarprodukt schrinken wir oft auf Untergruppen U < G ein und verdndern dabei

dessen normierenden Vorfaktor. Wir definieren also

1 _
b2 = 17 > x9- %9
geU
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Wegen des neuen Vorfaktors ist (-, -);; streng genommen keine Einschréinkung. Wir wollen
die Bezeichnung hier trotzdem im verallgemeinerten Sinne verwenden. Eine Einschran-
kungen der Klassenfunktionen im gewthnlichen Sinne x | und ¢ |y mit (x |v, ¥ |v)y =
(X, %) ist dabei nicht erforderlich.

Sei nun G = KH eine Frobeniusgruppe mit Komplement H und Frobeniuskern K.
Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass fiir eine beliebige Klassenfunktion ¢ die

Gleichungen

deg = D owg+ > vy

geG geK geG\K

= D pg+IKl > wg

geK geH#

= > g+ IK|> pg—|K|pe

geK geH

und daher auch

> wg =Y wg—IK|Y  pg+|K|pe

geEK geG geEH

gilt. Das bedeutet insbesondere fiir das eingeschrinkte Skalarprodukt

(o )i = [H| ({6, %) = (9, %)) + e - e (8)

und dementsprechend

(ot = L 4 gy - B2 )

Mit Gleichung (9) wird die Auswertung des Skalarproduktes beziiglich G auf die Ein-
schrinkungen auf H und K zuriickgefiihrt. Umgekehrt kann man wegen (p,¢), =
(¢ |k, ¥ |K) das Skalarprodukt zweier auf K definierten Klassenfunktion auf die Ska-
larprodukte beliebiger Fortsetzungen der Klassenfunktionen auf G und H zuriickfiihren.

Fiir die entsprechenden induzierten Normen gilt dann analog

el
|H|

2
2 |<P|K 2
ol = |H7| + lely

und fiir die Einschrankung im verallgemeinerten Sinne

s dic = Il = 1HI (10l = Il ) + el (10)
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5.2 Die Beweisidee

Da Normalteiler genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen sind, ist es wiinschens-
wert, zu einem Normalteiler K < G einen Gruppenhomomorphismus anzugeben, dessen
Kern gerade K ist, um sich so den Umstand der Normalitdt von K plausibel zu ma-
chen. Der kanonische Homomorphismus G — % leistet dies nicht, da seine Existenz erst
durch die Normalteilereigenschaft von K ersichtlich wird, und diese folglich auch nicht

transparenter macht.

Die Idee ist es nun, die Existenz einer linearen Darstellung mit Kern K durch die Angabe
eines zugehdrigen Charakters ¢ zu beweisen. Der Kern der Darstellung ist die Klasse aller
Elemente, die unter dem zugehdorigen Charakter den selben Funktionswert haben wie das
neutrale Element. Daher betrachten wir zunéchst den einfachsten denkbaren Fall, ndmlich

die charakteristische Funktion

1 firge K
1kg =
0 sonst

von K. Im Unterabschnitt haben wir konstatiert, dass der Frobeniuskern abgeschlos-
sen gegeniiber Konjugation ist. Folglich ist K eine Vereinigung von Konjugationsklassen

und somit 1z tatsdchlich eine Klassenfunktion. Wir konnen also
L =D axx
X

schreiben und es gilt fiir die Koeffizienten

1 S xo-Txg 1 S o Txg 061K i
geG geK

Um die Division durch |H| zu eliminieren und damit das Auftreten ganzzahliger Koeffi-

zienten zu begiinstigen, betrachten wir nun das Vielfache ¢ = |H| - 1x von 1x mit

|H| firge K
g =
0 sonst
und haben dann
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Wir wollen zeigen, dass durch ¢ = |H| - 1x tatsichlich der Charakter einer geeigneten

Darstellung definiert wird. Wir sind also fertig, wenn wir beweisen konnen, dass in der

b= ox=> (U)X

alle Koeffizienten ¢, = (x, ) ganzzahlig und nicht negativ sind. Die Darstellung selbst

Linearkombination

wird dabei nicht konkretisiert.

5.3 Der Beweis von Knapp und Schmid

Zunichst zeigen wir, dass alle Koeffizienten ganzzahlig sind. Nach den Gleichungen (8]
und erhalten wir fiir die Koeffizienten die Darstellung

e @ 001k D 1)k

[H| (6 1e)e — (6 la) ) + xe

Cx

und wir kénnen nun zwei Féalle unterscheiden. Fiir y = 14 folgt sofort

Clg = <1G71K>K = <1K71K>K =1eN.

Sei daher nun x # 1, dann ist (x, 1g), = 0 und es folgt

o = 06 1K)g = xe — [H[(x,1a)y € Z. (12)

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass fiir x # 1g auch ¢, € N folgt.

Die nun folgende Argumentation basiert auf einer Abschitzung mit der Ungleichung
von Cauchy und Schwarz. Dazu bemerken wir, dass in der bekannten Ungleichung die
Differenz der Terme leicht angegeben werden kann. Es ist daher sinnvoll, die Cauchy-

Schwarzsche Ungleichung von vornherein auch als Gleichung

2
T,y
)l < \\yrx d " >y\ Tl )] = fef? [y (13)

anzugeben. Der Beweis erfolgt dann einfach durch Uberpriifung der Gleichheit durch

Ausmultiplikation des Differenzterms. Die eigentliche Ungleichung ist zur Ungleichung

0< 'ylw - <‘T’yT/>yr (14)
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dquivalent, die offensichtlich richtig ist. In der leicht gednderten Fassung des Beweises
nach Miiller wird die Ungleichung verwendet und es kann so der Kontext der Cauchy-

Schwarzschen Ungleichung abgestreift werden.

Wir betrachten die auf K eingeschrankte Norm |-|, und wahlen y = 1 und = = ¥,

damit erhalten wir

1 1K

Ty 15)

0 < 11K|Kx—

K

IE

2 2 2
Xk Ml = 106 1) |

2
‘X‘K_Ci

2 2 2
] (1l = Il ) + el = ¢2.

(

IIE]

()

Isolieren wir | X|é, so erhalten schliefslich die hierzu dquivalente Ungleichung

N PSRN
olmH ¢
Es tritt Gleichheit genau dann auf, wenn y |x und 1g | linear abhéngig sind. Im rechten
Term der Ungleichung sind dann insbesondere alle Summanden identisch Null und
daher

Ixe — (X, 1a) k| = Ixe — x| = 0.

Mithin folgt also ¢, = xe € Ny und wir kénnen von nun an eine strikte Ungleichheit

2 2 2 2
| |2 . |X€| CfX |CX| — |X€‘ <1

2
= x|y +

—+

X =
1] A |H|
annehmen. Nach Gleichung ist
|c><|2 - |X‘3|2 = (ex —xe) (e + xe)

(12))
—H| (X, 16) g (e + Xe)

teilbar durch |H| und daher ist der linke Teil der Abschétzung ganzzahlig. Mithin diirfen

WIr
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2
folgern und da % ein Summand von |y|3 ist, folgt

2
2 |xel
|

0 < |x|

und somit schlieflich ¢, = 0. Damit ist v eine Linearkombination irreduzibler Charak-
tere mit nicht negativen, ganzzahligen Koeffizienten und somit ein Gruppencharakter.
Der Satz von Frobenius ist damit gezeigt und somit der Beweis des Hauptsatzes nun

vollsténdig, allerdings nicht charakterfrei.
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